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�¢¥¤¥­¨¥
�ªâã «ì­®áâì â¥¬ë. �¤­¨¬ ¨§ ¯®á«¥¤áâ¢¨© áâà¥¬¨â¥«ì­®£® à §¢¨â¨ï

áà¥¤áâ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© â¥å­¨ª¨ ï¢¨«®áì ¨§¬¥­¥­¨¥ â¥å­®«®£¨¨ ®¡à ¡®â-

ª¨ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¢® ¢á¥å áä¥à å ç¥«®¢¥ç¥áª®© ¤¥ïâ¥«ì­®áâ¨. �®¢à¥¬¥­­ë¥

��� ¯®§¢®«ïîâ ­ ª ¯«¨¢ âì ®£à®¬­ë¥ ®¡ê¥¬ë ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¨ ¯à®¨§¢®-

¤¨âì ¥¥ íää¥ªâ¨¢­ãî ®¡à ¡®âªã. �¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ ¤ ­­ë¥ ¬®£ãâ ¬­®£®ªà â­®

¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç å. �¥­âà «¨§®¢ ­­®¥ åà -

­¥­¨¥, ­ ª®¯«¥­¨¥ ¨ ¢¥¤¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¯à¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­®¬ ¤®áâã¯¥ ª ¤ ­­ë¬

¡®«ìè®£® ç¨á«  ¯®«ì§®¢ â¥«¥© ¯®§¢®«¨«® ¢® ¬­®£® à § ¯®¢ëá¨âì íää¥ªâ¨¢-

­®áâì äã­ªæ¨®­¨à®¢ ­¨ï ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬. � §¢¨â¨¥ ­®¢®© ¨­ä®à-

¬ æ¨®­­®© â¥å­®«®£¨¨, ®á­®¢ ­­®© ­  è¨à®ª®¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ª®¬¯ìîâ¥-

à®¢, á®¢à¥¬¥­­ëå áà¥¤áâ¢ ¯¥à¥¤ ç¨ ¤ ­­ëå, ¡ § ¤ ­­ëå ¨ áà¥¤áâ¢ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¯®âà¥¡®¢ «® à¥è¥­¨ï àï¤  § ¤ ç ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¯à®æ¥áá®¢

®à£ ­¨§ æ¨¨, åà ­¥­¨ï, ®¡à ¡®âª¨ ¤ ­­ëå ¨ ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâ ­®¢ª ¬ ­®¢ëå

¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å § ¤ ç.

�à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥-

áâ¢¥­­ë¬ ¤«ï ¬­®£¨å á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. � ç¨­ ï

á ¨§¢¥áâ­®© à ¡®âë �.�®¤¤  [43] ¯à¨¬¥­¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ à á-

¯à®áâà ­¨«®áì ­  ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ ¡ § ¤ ­­ëå. �¡ê¥ªâ®¬ ¨§ãç¥­¨ï áâ «¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ | à¥«ïæ¨®­­ë¥

 «£¥¡àë ¨ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥  «£¥¡àë. �à¥¤¨  ¢â®à®¢, ¨áá«¥¤®¢ ¢è¨å íâ¨

®¡ê¥ªâë ¬®¦­® ­ §¢ âì H. Andreka, I. Nemeti, F. Banchilhon, �. �. �«®â-

ª¨­  ¨ ¤à. (á¬.[33, 34, 36, 28]). � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥-

¡àë å®à®è® ¨§ãç¥­ë ¢ à ¡®â å § àã¡¥¦­ëå ¨ ®â¥ç¥áâ¢¥­­ëå á¯¥æ¨ «¨áâ®¢,

¢ª«îç ï à ¡®âë  ¢â®à  [3, 4, 6].

�«¥¤ãîé¨¬ è £®¬ ï¢¨«®áì ¨§ãç¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ áå¥¬

¡ § ¤ ­­ëå, à áè¨à¥­¨¥ á¨áâ¥¬ ®¯¥à æ¨© ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå

¨ ­ ¤ áå¥¬ ¬¨. �â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥, á ®¤­®© áâ®à®­ë, ¢®áå®¤¨â ª  «£¥¡à ¨-

ç¥áª¨¬ ¬®¤¥«ï¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ( R. M. Burstall [41], H. Ehrig

[46], J. A. Goguen [50], S. N. Zilles [72] ¨ ¤à. ), ª®â®àë¥ «¥£«¨ ¢ ®á­®-

¢ã ï§ëª®¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á à §¢¨âë¬ ¬¥å ­¨§¬ ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â¨¯®¢

¤ ­­ëå,   á ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâà®¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬®¤¥-

«¥© á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢¥­­  ­¥¯®«­®â  §­ -

­¨©, ¬®¤ã«ì­®áâì ®à£ ­¨§ æ¨¨ §­ ­¨©. �¨áâ¥¬ë ¯®á«¥¤­¥£® â¨¯  ãá«®¢­®

¬®¦­® ­ §¢ âì ¡ § ¬¨ ¯®­ïâ¨©.

� §ë ¯®­ïâ¨© | íâ® ­®¢ ï áª« ¤ë¢ îé ïáï ®¡« áâì ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -
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­¨¨, á¢ï§ ­­ ï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¡®«ìè¨å ¡¨¡«¨®â¥ª â¨¯®¢

®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ®¡ê¥ªâ­®-®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï,   â ª¦¥

á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ CASE{â¥å­®«®£¨© ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå

¯à®£à ¬¬­ëå á¨áâ¥¬ â¨¯  TOOLKIT, í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë

¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨«®¦¥­¨-

ïå.

�à ªâ¨ª  ¨ ®¯ëâ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à áâãé¨å ¡¨¡«¨®â¥ª ¯®¤®¡­®£® à®¤ 

âà¥¡ã¥â ­¥ª®â®à®© áâ ­¤ àâ¨§ æ¨¨ ¢ ¨å ®à£ ­¨§ æ¨¨ ¨ ä®à¬ å ®¡à é¥­¨ï

ª ­¨¬, ª®â®à ï ¡ë«  ¡ë ®á­®¢ ­  ­  ïá­®© ¬®¤¥«¨ ®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨© ¨

¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¢ æ¥«®¬.

�®áâ®ï­¨¥ à ¡®â ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨© ¯® ¡ § ¬ ¯®­ïâ¨© ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ ¥â

á¨âã æ¨î á ¡ § ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ ª®­æ¥ 60-å ­ ç «¥ 70-å £®¤®¢, ª®£¤  ¡ë«  ®á®-

§­ ­  ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ®â¤¥«¥­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ ¢¥¤¥­¨ï ¤ ­­ëå ®â ¨å ¨á¯®«ì§®-

¢ ­¨ï, ¡ë«¨ á®§¤ ­ë ä ©«®¢ë¥ á¨áâ¥¬ë, ­® ­¥ ¡ë«® ïá­®© ª®­æ¥¯æ¨¨ ¡ §

¤ ­­ëå. �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ®¤­®© ¨§ â ª¨å ª®­æ¥¯æ¨© ¡ § ¤ ­­ëå ¡ë«

ãá¯¥è­® ¨á¯®«ì§®¢ ­  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª ¢ à ¡®â å �. �®¤¤ .

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, á ãç¥â®¬ ®¯ëâ  ¨å ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¢ â¥®à¨¨ ¡ §

¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ®ª §ë¢ îâáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¨ ¢ ¬®¤¥-

«¨à®¢ ­¨¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©. �à¥¤¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¢ â ª¨å ¬®¤¥«ïå

®á®¡ãî à®«ì ¨£à îâ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

�¤¨­ ¨§ ¢ ¦­ëå ¢®¯à®á®¢ ¯à¨«®¦¥­¨ï  «£¥¡àë ª ¨­ä®à¬ â¨ª¥ | íâ®

ª ª®£® á®àâ  ¯à®¡«¥¬ë ¢ ®¡« áâ¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ à¥è âìáï

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨, ª ª¨¥ ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¢  «£¥¡à¥ ¬®£ãâ ¡ëâì

¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨, ª ª¨¥ ¨¬¥îâáï ®£à ­¨ç¥­¨ï

¯® ¯à¨¬¥­¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ ¢ ç¨áâ®¬ ¢¨¤¥.

�á­®¢­®¥, çâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨§  «£¥¡àë ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, | íâ®  «£¥-

¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª. �«¥¤ãîé¥¥ | íâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© áâ¨«ì ¬ëè«¥­¨ï: ¨á-

¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ £®¬®¬®àä¨§¬   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬,

§ ¤ ­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ¯®¬®éìî ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©.

� «ì­¥©è¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  «£¥¡àë ¯à¨¢®¤¨â ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î á¯¥æ¨ä¨-

ç¥áª¨å ¯®­ïâ¨© ¨ à¥§ã«ìâ â®¢, ¢¢¥¤¥­­ëå ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­­ëå ¢  «£¥¡à¥ ¬ -

â¥¬ â¨ª ¬¨. � ­¨¬ ®â­®áïâáï á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

á¨áâ¥¬ë, â¥®à¥¬ë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢  «£¥¡à å, á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥  «£®à¨â¬ë.

�¥§ã«ìâ â ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ¯®¬¨¬® ¯®áâà®¥­¨ï ï§ë-

ª , ­  ª®â®à®¬ ¬®£ãâ áâ ¢¨âìáï ¢®¯à®áë ¢ ®¡« áâ¨ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨

¯®­ïâ¨©, ï¢«ïîâáï â¥®à¥¬ë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå  «£¥¡à ¨, ¢ ¨¤¥ -

«¥,  «£®à¨â¬ë ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï â®¦¤¥áâ¢, ¨§®¬®àä¨§¬®¢, £®¬®¬®àä¨§¬®¢
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á¨áâ¥¬ ¨ à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨©, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ á¨áâ¥¬ å

¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï,  «£®à¨â¬ å ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ¯à®á®¢, ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­ 

§ ¯à®áë.

�à®¬¥ â®£®, ª ª ¨ ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, â ª ¨ ¢ ¡ § å ¯®­ïâ¨© áãé¥áâ¢¥­-

­ë© ¢®¯à®á | íâ® ¯®«­®â  ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë© ¢

­¥ª®â®à®© ¯®áâ ­®¢ª¥ â®¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¢¥¤¥­ ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥.

�¥«ì à ¡®âë. 1) � §à ¡®âª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï

¡ § ¤ ­­ëå à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯ . 2) �®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨ï à¥-

«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. 3) � §à ¡®âª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¯®­ïâ¨© ¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¯®­ïâ¨©. 4) �áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å

®¡ê¥ªâ®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¥â®¤ë à ¡®âë. � ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ã­¨¢¥à-

á «ì­ëå  «£¥¡à, ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨, â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, â¥®à¨¨ â®¯®-

á®¢.

� ãç­ ï ­®¢¨§­ . � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ­®¢ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

®¡ê¥ªâë, á«ã¦ é¨¥ ¤«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¯®­ïâ¨©.

�¢â®à®¬ à¥è¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ § ¤ ç¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ­ ãç­ãî ­®¢¨§­ã

à ¡®âë:

� ­  ä®à¬ «¨§ æ¨ï ¯®­ïâ¨ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à .

�®ª § ­  â¥®à¥¬  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¯®«­ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¢ ¢¨¤¥

¯àï¬®© áã¬¬ë ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå.

� ­® ¯®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¢ ¤ãå¥ â¥®à¨¨

� «ã .

�à¥¤«®¦¥­ ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ë© ­  ¬¥â®¤ å

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¨ áà¥¤áâ¢ å â¥®à¨¨ â®¯®á®¢.

�®ª § ­  â¥®à¥¬  ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¡ã«¥¢ëå â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , âà¥¡ã¥¬®£® § ¤ ç ¬¨ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¨ ¤®ª § ­  â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® à¥-

ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á .

� áá¬®âà¥­® ¯à¨«®¦¥­¨¥ ¬¥â®¤®¢  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ãá«®¢­ë¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ãá«®¢­ë¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª § ¤ ç ¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¥®à¥â¨ç¥áª ï ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª ï æ¥­­®áâì. �®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨

à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ £«ã¡®ª® ¨áá«¥¤®¢ âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨, ¢®§-

­¨ª îé¨¥ ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ ¨  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­ëå á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¤ îâ ¢®§¬®¦­®áâì  ­ «¨§¨à®¢ âì

áâàãªâãàã ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ íâ®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �«£¥¡à -

¨ç¥áª¨¥ ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, â¥®à¥â¨ª® ª â¥£®à­ë¥ ¬¥â®¤ë ­ å®¤ïâ ¢á¥ ¡®«¥¥
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è¨à®ª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ ¨ ¨­ä®à¬ â¨ª¥. �¥®à¥¬ 

® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå  «£¥¡à ®âà ¦ ¥â á¢ï§ì ¬¥¦¤ã § ª®­ ¬¨

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ¯à¨­æ¨¯ ¬¨ ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ (á¨¬¬¥âà¨ï¬¨). �â 

¯à®¡«¥¬  ¤ ¢­® ¨­â¥à¥á®¢ «  ãç¥­ëå ¢ à §«¨ç­ëå ®¡« áâïå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©.

�à¥¤«®¦¥­­ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯®¤å®¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¯à¨ ¯à®-

¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, ¯à¥¤«®-

¦¥­­ë¥ §¤¥áì ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, «¥£«¨ ¢ ®á­®¢ã á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¬ ª¥â ª®â®à®© ­  ï§ëª¥ TurboProlog 2.0. ¡ë« à §à ¡®â ­

¢ �¥¦¤ã­ à®¤­®¬ æ¥­âà¥ ¯® ¨­ä®à¬ â¨ª¥ ¨ í«¥ªâà®­¨ª¥ ¢ 1990£.

�¯à®¡ æ¨ï à ¡®âë. �¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¤®ª« ¤ë¢ «¨áì:

- ­  �á¥á®î§­®¬ á¨¬¯®§¨ã¬¥ "�¥â®¤ë «®£¨ª¨ ¢ ¯à®¡«¥¬ å ¨áªãááâ¢¥­-

­®£® ¨­â¥««¥ªâ  ¨ ¨­ä®à¬ â¨ª¨" (�¥« ¢¨, 1978);

- ­  �¥à¢®© �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "� ­ª¨ ¤ ­­ëå" (�¡¨«¨á¨, 1980);

- ­  IV �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "�à¨¬¥­¥­¨¥ ¬¥â®¤®¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

«®£¨ª¨" (� ««¨­, 1986);

- ­  �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "������ | 87" (�¡¨«¨á¨, 1987);

- ­  II �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "�áªãááâ¢¥­­ë© ¨­â¥««¥ªâ | 90"

(�¨­áª, 1990);

- ­  �®áá¨©áª®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ ¯® «®£¨ç¥áª®¬ã ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨î

(RCLP'91) (�¥­¨­£à ¤, 1991);

- ­  à áè¨à¥­­®¬ á¥¬¨­ à¥ �®áª®¢áª®© ¨ �¨¥¢áª®© á¥ªæ¨¨ ACM SIG-

MOD ( �®áª¢ , 1993);

- ­  ¬¥¦¤ã­ à®¤­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ (�¯®­¨ï ¨ áâà ­ë ���) "�à®¥ªâ¨à®-

¢ ­¨¥ ¯à®£à ¬¬­®£® ®¡¥á¯¥ç¥­¨ï, ®á­®¢ ­­®£® ­  §­ ­¨ïå (JCKBSE'94)"

(�¥à¥á« ¢«ì - � «¥ááª¨©, 1994);

- ­  ¬¥¦¤ã­ à®¤­®¬ á¨¬¯®§¨ã¬¥ "�¥àá¯¥ªâ¨¢ë à §¢¨â¨ï á¨áâ¥¬ ¡ §

¤ ­­ëå ¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ (ADBIS'94, ADBIS'95)" (�®áª¢ , 1994,

1995);

- ­  ­ ãç­ëå á¥¬¨­ à å ¢ ��� ¯®  «£¥¡à¥ (àãª®¢®¤¨â¥«ì ¯à®ä.

�. �. �¨å «¥¢ (1980)) ¨ ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ (àãª®¢®¤¨â¥«ì ¯à®ä.

�. �. �¥¬¥­®¢ (1986)).

�âàãªâãà  ¤¨áá¥àâ æ¨ .̈ �¨áá¥àâ æ¨ï á®áâ®¨â ¨§ ¢¢¥¤¥­¨ï, âà¥å £« ¢

¨ á¯¨áª  «¨â¥à âãàë. �ã¬¥à æ¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨©, ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¨ ¯à¨¬¥à®¢ ¢

ª ¦¤®© £« ¢¥ ¯à®¢®¤¨âáï ®â¤¥«ì­®. �à¨ ááë«ª å ¢­ãâà¨ £« ¢ë ­  ®¯à¥¤¥-

«¥­¨ï, ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨«¨ ¯à¨¬¥àë ¤àã£¨å £« ¢ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ­®¬¥-

àã ¤®¡ ¢«ï¥âáï ­®¬¥à £« ¢ë, ¢ëà ¦¥­­ë© à¨¬áª¨¬¨ æ¨äà ¬¨. � ¯à¨¬¥à,

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ II.1.3 | âà¥âì¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ à §¤¥«¥ 1 ¢â®à®© £« ¢ë.
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���������� ������

�® ¢¢¥¤¥­¨¨ ¤ ­ ®¡§®à «¨â¥à âãàë, ®¡áã¦¤¥­   ªâã «ì­®áâì â¥¬ë,

áä®à¬ã«¨à®¢ ­  æ¥«ì ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë § ¤ ç¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ®¯¨á ­ë ®á­®¢-

­ë¥ à¥§ã«ìâ âë.

� £« ¢¥ 1 ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨ ¨áá«¥¤ãîâáï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, á«ã¦ -

é¨¥ ¤«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯ .

�¥«ïæ¨®­­ë© ¯®¤å®¤ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå ­  «®£¨ç¥áª®¬ ãà®¢-

­¥, ¢¢¥¤¥­­ë© �.�. �®¤¤®¬, ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï è¨à®ª® ®á¢¥é¥­ ¢ «¨â¥à -

âãà¥.

�ãâì à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¤ ­­ëå á®áâ®¨â ¢ â®¬,

çâ® á®áâ®ï­¨¥ ®¯¨áë¢ ¥¬®£® ¬¨à  (¨«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¥£® ç áâ¨) ¬®¦-

­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à  ®â­®è¥­¨© (â ¡«¨æ),   ®¡à ¡®âª  ¤ ­­ëå

á¢®¤¨âáï ª ®¯¥à æ¨ï¬ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. �®íâ®¬ã ®á­®¢­ë¬¨ ¯®­ïâ¨ï¬¨

¯®¤å®¤  ï¢«ïîâáï ¯®­ïâ¨ï áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©, á®áâ®ï­¨¥ áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©

¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨.

�¡à ¡®âª  ¨­ä®à¬ æ¨¨ á â®çª¨ §à¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­®© ¬®¤¥«¨ § ª«îç -

¥âáï ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ­®¢ëå ®â­®è¥­¨© ¨§ ®â­®è¥­¨©, åà ­ïé¨åáï ¢ ���, á

¯®¬®éìî â®ç­® ®¯¨á ­­ëå ¯à®æ¥¤ãà, ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤

®â­®è¥­¨ï¬¨. � à §«¨ç­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®-

¢ âìáï à §­ë© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. � âà ¤¨æ¨®­­®¬ ¯®¤-

å®¤¥ �.�. �®¤¤  íâ®â ª« áá ¯®à®¦¤ ¥âáï (¯ãâ¥¬ ª®¬¯®§¨æ¨¨) ®¯¥à æ¨ï¬¨

¯à®¥ªæ¨¨, á®¥¤¨­¥­¨ï ®â­®è¥­¨©, ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï  âà¨¡ãâ®¢ ®â­®è¥­¨© ¨

â¥®à¥â¨ª®{¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¨ à §-

­®áâ¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¯®­¨¬ îâáï ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ §¤¥áì  «-

£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¬®¤¥«ï¬ ¡ § ¤ ­­ëå ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨.

� «¥¥, ¤ ¥âáï â®ç­®¥  ªá¨®¬ â¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë

¡ §ë ¤ ­­ëå ª ª ¬­®£®®á­®¢­®©  «£¥¡àë .

�àã¡® £®¢®àï, ¯®¤ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ¯®­¨¬ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®, § -

¬ª­ãâ®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡êï¢«¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. � ª ª ª

íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ à §­ë¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, â®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥-

¬  ¯®«ãç ¥âáï ¬­®£®®á­®¢­®©. �®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ª®â®àë¥

¢ë¯®«­ïîâáï ­  «î¡ëå ®â­®è¥­¨ïå, ­ §ë¢ îâáï  ªá¨®¬ ¬¨ à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë.

� à §­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë-

¡à ­ë à §­ë¥ ª« ááë ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ­®, ª ª ¯à ¢¨«®, íâ¨
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ª« ááë § ¬ª­ãâë ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© ¨ á®¤¥à¦ â àï¤ ¯à®-

áâëå ­¥®¡å®¤¨¬ëå ®¯¥à æ¨© â ª, çâ® ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î ¢®§­¨ª îé¨å ¯à¨

¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ â ª¨å ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬  «£¥¡à ¬®£ãâ ¡ëâì á ãá¯¥-

å®¬ ¯à¨¬¥­¥­ë ¬¥â®¤ë á®¢à¥¬¥­­®©  «£¥¡àë.

� §  ¤ ­­ëå ¢ à¥«ïæ¨®­­®¬ ¯®¤å®¤¥ § ¤ ¥âáï áå¥¬®© ¨ á®áâ®ï­¨-

¥¬. �å¥¬  ¡ §ë ¤ ­­ëå | íâ® ­ ¡®à áå¥¬ ®â­®è¥­¨© R1(a11; :::; a
1
n1
); :::;

Rk(ak1; :::; a
k

nk
) (®­¨ ­ §ë¢ îâáï ¡ §¨á­ë¬¨), á®áâ®ï­¨¥ ª®â®àëå ®¯¨áë¢ -

¥â ¯à¥¤¬¥â­ãî ®¡« áâì, ¨ ­ ¡®à á®®â­®è¥­¨© (§ ¢¨á¨¬®áâ¥©, ®£à ­¨ç¥­¨©

æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå) ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢¨¤ :

f1(R
1; . . . ; Rk) = g1(R

1; . . . ; Rk)

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

fl(R
1; . . . ; Rk) = gl(R

1; . . . ; Rk);

£¤¥ fi ¨ gi | ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨©

®á­®¢­ëå ®¯¥à æ¨©.

� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤®¡­ëå á®®â­®è¥­¨© ¬®¦­® § ¯¨á âì ãá«®-

¢¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª ª®£®{«¨¡®  âà¨¡ãâ  ®â ­ ¡®à  ¤àã£¨å

 âà¨¡ãâ®¢, ¢å®¦¤¥­¨¥ ®¤­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¤àã£®¥ ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯ã-

áâ®âã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ª ª¨å{«¨¡® ®â­®è¥­¨© ¨ â.¤. �®®â­®è¥­¨ï, § ä¨ªá¨à®-

¢ ­­ë¥ ¢ áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå, ®âà ¦ îâ ãá«®¢¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå,

ª®â®àë¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï. �­¨ ®âà ¦ îâ á¬ëá« ¯à¥¤áâ -

¢«¥­­ëå ¤ ­­ëå ¨ ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå.

�®áâ®ï­¨¥¬ S ¡ §ë ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï â ª®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ áå¥¬ ¬

®â­®è¥­¨© á ¨¬¥­ ¬¨ R1; :::; Rk ­ áâ®ïé¨å ®â­®è¥­¨© S(R1); :::; S(Rk) á

â¥¬¨ ¦¥ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢, çâ® ¯®¤áâ ­®¢ª  ¨å ¢ á®®â­®è¥­¨ï áå¥¬ë

¤¥« ¥â á®®â­®è¥­¨ï ¢¥à­ë¬¨.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áå¥¬ ®â­®è¥­¨©, ª®â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ¨§ ¡ §¨á­ëå áå¥¬

¯®áà¥¤áâ¢®¬ ä®à¬ «ì­®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª ­¨¬ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨

¨§ ¤ ­­®£® ª« áá , ª ª «¥£ª® § ¬¥â¨âì, § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨©,

â. ¥. ï¢«ï¥âáï à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ( «£¥¡à®© ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå

¢ëà ¦¥­¨© | â¥à¬®¢). �â® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦­® â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª

¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå § ¯à®á®¢ ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå.

�à¨¬¥­ïï ª ¢ë¤¥«¥­­ë¬ á®®â­®è¥­¨ï¬ áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå ®¯¥à æ¨¨

­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¨  ªá¨®¬ë à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë, áâà®¨âáï ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ § ¯à®á®¢ (â¥à¬®¢). �­®¦¥áâ¢® ª« áá®¢
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íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥© ®â­®á¨â¥«ì­® íâ®£® ®â­®è¥­¨ï ï¢«ï¥âáï à¥«ïæ¨®­­®©  «-

£¥¡à®©, ª®â®àãî ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ¡ §ë ¤ ­­ëå.

�®«ì§®¢ â¥«ì ¡ §ë ¤ ­­ëå ¨¬¥¥â á¢®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ® ¤ ­­ëå, â® ¥áâì

á¢®¨ ¡ §¨á­ë¥ ®â­®è¥­¨ï ¨ á¢®¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¢®î  «£¥¡àã § ¯à®á®¢ ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á¢®î à¥«ï-

æ¨®­­ãî  «£¥¡àã ¯®«ì§®¢ â¥«ï. �á«¨ ¯®«ì§®¢ â¥«ì "¯®¤ª«îç¥­" ª ¡ §¥

¤ ­­ëå, â® ¥£® § ¯à®áë, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ç¥à¥§ ¥£® ¡ §¨á­ë¥ áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©,

¨­â¥à¯à¥â¨àãîâáï § ¯à®á ¬¨ ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå â ª, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®-

è¥­¨ï, ®¡êï¢«¥­­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬. �â¨ ãá«®¢¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ®â®¡à ¦¥­¨¥

 «£¥¡àë ¯®«ì§®¢ â¥«ï ¢  «£¥¡àã ¡ §ë ¤ ­­ëå, á®¢¬¥áâ¨¬®¥ á à áá¬ âà¨¢ -

¥¬ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â® ¥áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ £®¬®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à.

� ®¡®à®â, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ § ¯à®á®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®à-

ä¨§¬  «£¥¡à, â® íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤®¯ãáª ¥â "¯®¤ª«îç¥­¨¥" ¯®«ì§®¢ â¥«ï

ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå.

�¢¥ áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ë¥ ¢®§¬®¦-

­®áâ¨, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¨¬¨ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë. �¤­ -

ª® íää¥ªâ¨¢­®áâì à ¡®âë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¬®¦¥â áãé¥áâ¢¥­­® § ¢¨á¥âì ®â ¥¥

áå¥¬ë, â. ¥. ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©. � ª¨¬

®¡à §®¬, ¯®á«¥ ¯®áâà®¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¯¥à¥¤ ¯à®¥ª-

â¨à®¢é¨ª®¬ á¨áâ¥¬ë áâ®¨â § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å íâ®©

 «£¥¡àë.

�¢¥¤¥­¨¥ â®ç­ëå ¯®­ïâ¨© ¯®§¢®«¨«® ãáâ ­®¢¨âì ®á­®¢­ë¥ áâàãªâãà­ë¥

â¥®à¥¬ë ® áâà®¥­¨¨  «£¥¡à ¡ § ¤ ­­ëå.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K á¨áâ¥¬ã �®¤¤  ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ c ¡¥áª®-

­¥ç­ë¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨ ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨ ®â­®è¥­¨©.

�ãáâì R ¨R0 | ¤¢¥ K- «£¥¡àë. �¥à¥§ R�R0 ®¡®§­ ç ¥âáï K- «£¥¡à ,

ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© K- «£¥¡à. �¥ í«¥¬¥­â ¬¨ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ A ï¢«ïîâáï ¯ àë (R;R0), £¤¥ R 2 R(A), R0 2 R0(A),   ¢á¥

®¯¥à æ¨¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¯® ª ¦¤®© ª®®à¤¨­ â¥ ®â¤¥«ì­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ I.5.2. K- «£¥¡à  R ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬®©, ¥á«¨

®­  ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¢®¨å ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à, â®

¥áâì R 6= R1 �R2, £¤¥ R1 6= ; ¨ R2 6= ;.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.5.15. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å. �®£¤  R ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à R =
L

s2SpecR

Rs ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã SpecR,

®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬ã  «£¥¡à®© R. �á«¨ j : R ! R0 | £®¬®¬®àä¨§¬
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K- «£¥¡à, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ç áâ¨ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

j : SpecR0 ! SpecR

¨ ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢-¢«®¦¥­¨©

js0 : Rj(s0) ! R0

s0;

¤«ï ¢á¥å s0 2 SpecR0, ¤«ï ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ j â ª, çâ®

j(R) = j(
L

s2SpecR

Rs) =
L

s02SpecR0

js0(Rj(s0)), £¤¥ R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

R.

�® íâ®© â¥®à¥¬¥, ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®íâ®¬ã, çâ®¡ë § ¢¥àè¨âì ®¯¨á ­¨¥

à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ­ã¦­® ¤ âì ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «-

£¥¡à.

�ãáâì D | K- «£¥¡à  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ D, £¤¥

D | ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨© ¢á¥å â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢

¡ §ë ¤ ­­ëå.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.1. �á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ R !

D.

� ª ª ª, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨ï¬ I.5.13 ¨ I.5.14, ª ¦¤ ï ¯®¤ «£¥¡à   «-

£¥¡àë à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â®, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï

â®£®, çâ®¡ë ®¯¨á âì ¢á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, ­ã¦­® ®¯¨-

á âì ¢á¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë D.

�ãáâì A ¨ B | ­ ¡®àë  âà¨¡ãâ®¢. �¥à¥§ A(A;B) ®¡®§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥-

áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© (á®£« á®¢ ­¨©) ¨§ A ¢ B, á®åà ­ïîé¨å â¨¯  âà¨¡ã-

â®¢. �®£¤  ª ¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥ R á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ¬®¦­® ¯à¥áâ ¢¨âì

¢ ¢¨¤¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  R � A(A;D), £¤¥ ª ¦¤ ï áâà®ª  ®â­®è¥­¨ï ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¢

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¤®¬¥­®¢ D, á®åà ­ïîé¥£® â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à -

¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D)

®¡à §ã¥â £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,

çâ® ®â­®è¥­¨¥ R á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(H), ¥á«¨ ®â­®è¥­¨¥ R
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­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯®á«¥ § ¬¥­ë §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®â®¡à ¦¥-

­¨ï h, â® ¥áâì h � R = R, £¤¥ ç¥à¥§ �, ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ R � A(A;D) ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 D.

�ãáâì fRigi2I | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®â­®è¥­¨©. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

H ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D), ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥-

âà¨ç­ë ®â­®è¥­¨ï Ri, ¯à¨ i 2 I. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨©

H ®¡à §ãîâ ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨

¬­®¦¥áâ¢  ®â­®è¥­¨© fRigi2I.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.7 �®«­ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë

®â­®è¥­¨© D ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A (¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨å

ª®­¥ç­®áâ¨) ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®¤£àã¯-

¯ ¬¨ H � S(D) £àã¯¯ë ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©

 âà¨¡ãâ®¢ D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢. �®¤ «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢«ï¥âáï

¯®¤£àã¯¯  H ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­® ª -

¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R. �®¤£àã¯¯¥ H á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à 

R, á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® í«¥¬¥­â®¢

£àã¯¯ë H.

� á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  D, íâ  â¥®à¥¬  I.6.7. ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë« 

¯®«ãç¥­  �. �à á­¥à®¬ (á¬. [62]),   â ª¦¥ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¯®«ãç¥­  ¢ à ¡®â¥

F. Banchilhon (á¬.[36]).

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.8. �ãáâì R � D ¨ R0 � D0 | ¯®«­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë

 «£¥¡à ®â­®è¥­¨© á ®¡« áâï¬¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, D ¨

D0, ¨ j : R ! R0 | ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®£¤  ­ ©¤¥âáï

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D ! D0 ®¡« áâ¨ D ­  ®¡« áâì D0,

á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢, â ª®¥, çâ® H = g�1 � H 0 � g, £¤¥ H ¨ H 0

| ¯®¤£àã¯¯ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡à ¬ R ¨ R0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï

«î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ®â­®è¥­¨¥ j(R) 2 R0 ¨¬¥¥â

¢¨¤: j(R) = g �R.

�«ï ®¯¨á ­¨ï à¥«ïæ¨®­­ëå ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨

¬­®¦¥áâ¢ ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨©

S(D) ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­  á¥¡ï á«¥¤ãîéãî â®¯®«®£¨î:

¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  K � S(D) ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h 2

S(D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ëª ­¨î �K â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® eL : L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

¬­®¦¥áâ¢ã ®â®¡à ¦¥­¨© K � eL.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.14. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®-

è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ áç¥â­®© ¨«¨ ª®­¥ç­®© ®¡« áâìî
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§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

§ ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H � S(D) £àã¯¯ë S(D) ¢ â®¯®«®£¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­-

­®© ¢ëè¥. �®¤£àã¯¯  �H ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ®â­®è¥­¨© ¯®¤ «£¥-

¡àë R.

�â¨ â¥®à¥¬ë ¤ îâ ¯®«­ãî ª« áá¨ä¨ª æ¨î ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®«­ëå à¥-

«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¨ ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢

�. �à á­¥à  ¨ �. � ­ç¨«®­  (F. Banchilhon) ¤«ï  «£¥¡à ª®­¥ç­ëå ®â­®-

è¥­¨©.

�« ¢  II ¯®á¢ïé¥­   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ã ¯®¤å®¤ã ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ï-

â¨© ¨ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© à ¡®âë á ­¨¬¨. � ª -

ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ëå ¯®­ïâ¨© à áá¬ âà¨¢ îâáï  ¡áâà ªâ­ë¥

â¨¯ë ¤ ­­ëå, áå¥¬ë ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¯à¥¤¬¥â­ëå ®¡« áâ¥©.

�§¢¥áâ­®, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ï¢¨«¨áì â¥®à¥â¨ç¥áª®© ®á­®¢®©

¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¨ ¯®áâà®¥­¨ï ï§ëª®¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨©  ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. � íâ®© £« ¢¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

¬¥â®¤ë, ¤®¯®«­¥­­ë¥ áà¥¤áâ¢ ¬¨ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ï¢«ïîâáï ã¤®¡­ë¬ ¨­-

áâàã¬¥­â®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©.

� â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬

à §¢¨â¨¥¬ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¡ § ¬ ¤ ­­ëå, ¤®¯®«­¥­­®£® ¨¤¥ï¬¨

¨ ¬¥â®¤ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯à¨ íâ®¬

¨á¯®«ì§ãîâáï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥.

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®

¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ §­ ­¨ï ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì áâàãªâãà¨à®¢ -

­ë ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©. � ª ¦¤ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬ á¢ï§ë¢ ¥âáï ¨¬ï ¯®­ïâ¨ï,

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ §­ ­¨ï, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �¥®à¨ï ª â¥£®à¨© ¯à¥-

¤®áâ ¢«ï¥â ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¤«ï ®âà ¦¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ ¨ «®£¨ª¨

¯®­ïâ¨©. � ¦¤®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¢ íâ®¬ ¯®¤å®¤¥ á®¯®áâ ¢«ï-

¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¯®­ïâ¨ï (ª â¥£®à¨ï), ¢ ª®â®à®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®

®âà ¦ ¥âáï ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯à¥¤¬¥â¥ ¯®­ïâ¨ï, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ®£® ¯®­ïâ¨ï,   â ª¦¥ áâà®¨âáï ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ª â¥£®à¨¨ (äà £-

¬¥­â ª â¥£®à¨¨), ¢ ª®â®à®© ®âà ¦ îâáï ã¦¥ ¨¬¥îé¨¥áï §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨, ®â®¡à ¦¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-

­® ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«î.

�à¥¤áâ¢  ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ãá«®¢­® ¬®¦­®

à §¤¥«¨âì ­  âà¨ ®á­®¢­ë¥ ç áâ¨:

{ áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ (ª â¥£®à¨¨);
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{ áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨;

{ ï§ëª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.

�á¥ âà¨ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¯®¤å®¤  á¨«ì­® á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©:

{ ª â¥£®à¨ï ¨ ¥¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï § ¤ îâáï ï§ëª®¢ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨;

{ ª®àà¥ªâ­®áâì ­®¢ëå ï§ëª®¢ëå ¢ëà ¦¥­¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ã¦¥ ¯®-

áâà®¥­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;

{ ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ¯®«­ë¥ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨,

| íâ® ¨¤¥ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ á¢®¨å ª®­¥ç­ëå

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.

� ®á­®¢¥ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© â ª¦¥, ª ª

¨ ¢ ®á­®¢¥ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå, «¥¦¨â

­¥ª®â®àë© ­ ¡®à ®¯¥à æ¨©. �­¨ ­ §ë¢ îâáï ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â ª

ª ª ®­¨ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

� â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨

®¯à¥¤¥«¨âì âà¥¡ã¥¬ãî ¨å ®¡à ¡®âªã. �á®¡¥­­®áâìî ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©

ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï «î¡ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­-

áâàãªæ¨© ¨§ ®¡« áâ¥©, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­ë.

�¤¨­ ï ª â¥£®à­ ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ ï ­  ®¡é¥¬ ­ -

¡®à¥ ®¯¥à æ¨©, ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨çì ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨ ¨­â¥£à æ¨¨ ¯®­ïâ¨© ¢

á¨áâ¥¬ã §­ ­¨©.

�« ¢  III ¯®á¢ïé¥­  ¨§ãç¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå

¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�à¥¡®¢ ­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤¥ª à-

â®¢ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, ¢ë¤¥«¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ ¢ ®¡« áâïå á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬

ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ , ¢ë¤¥«¥­¨¥¬ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®â­®è¥­¨© ¤«ï ®¡« áâ¥©,

¢ ª®â®àëå ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨§¢¥áâ­ë, ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨á¯®«ì§®-

¢ ­¨ï ª â¥£®à­ëå ª®­áâàãªæ¨© â®¯®á .

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå â®¯®á®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå ®á®¡ãî à®«ì ¨£à -

îâ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë, ¢ ª®â®àëå à¥ «¨§ã¥âáï ª« áá¨ç¥áª ï «®£¨ª , ¨ ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ª®­áâàãªâ¨¢­® § ¤ ­ë. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®-

­ïâ¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¡ã«¥¢®£® â®¯®á , § ¤ ­­®£® ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©, ¢ ª®â®à®¬ ®¡à §ãîé¨¥-®¡« áâ¨ (®¡ê¥ªâë)

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ª®­¥ç­®áâ¨ ¨å ¬®é­®áâ¨, ¢ëà ¦¥­­®¬ ­  ï§ëª¥

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©. � ª¨¥ â®¯®áë ­ §ë¢ îâáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ â®¯®á ¬¨

ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬, ¥á«¨ í«¥¬¥­âë ¥£® ª« áá¨ä¨ª -

â®à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ (®¡« áâ¨ ¨áâ¨­) true : I ! 
 ¨ false : I ! 
 ­¥
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á®¢¯ ¤ îâ.

�®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¨«¨ ¤¢ã§­ ç­ë¬, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢

¥£® ª« áá¨ä¨ª â®à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 á®áâ®¨â «¨èì ¨§ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ true :

I ! 
 ¨ false : I ! 
. �á«®¢¨¥ ¯®«­®âë â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ®

«î¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ ¯®«­®¬ â®¯®á¥ «¨¡® ¨áâ¨­­®, «¨¡® «®¦­®, â® ¥áâì

¯®«­®â  â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®â¥ â¥®à¨¨ ¢ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢.

�à¨¬¥à ¬¨ ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå â®¯®á®¢ ï¢«ïîâáï ª â¥£®à¨¨ GFinset, £¤¥

G | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯ . �¡ê¥ªâ ¬¨ ª â¥£®à¨¨ GFinset ï¢«ï-

îâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  M ¢¬¥áâ¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G

­  ­¨å ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬¨ í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  M . �®àä¨§¬ ¬¨ ª â¥£®à¨¨

GFinset ï¢«ïîâáï ¢á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï G-¬­®¦¥áâ¢ f :M ! N , á®åà ­ïîé¨¥

¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë G.

�ª §ë¢ ¥âáï, ª â¥£®à¨¨ ¢¨¤  GFinset ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¯à¨¬¥àë ¯®«­ëå

â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.3. �á«¨ C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ ,

â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯  G, çâ® ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­ 

ª â¥£®à¨¨ GFinset.

� ç áâ­®áâ¨, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â:

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.19. �î¡®© ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢

Finset, ¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn,

¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®-

¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á , á®¢¯ ¤ ¥â

á ¯®¤â®¯®á®¬ G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G = S(C) | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ íâ¨å ®¡à -

§ãîé¨å â®¯®á  C.

�§¢¥áâ­®, çâ® ª â¥£®à¨¨ G1Finset ¨ G2Finset ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1 ¨ G2

íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ª®£¤  íâ¨ £àã¯¯ë ¨§®¬®àä­ë.

�â¨ à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ï¥â ®¯¨á âì ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®¯®áë ª®­¥ç­®£® â¨-

¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.20. �ãáâì C | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1; :::; Gk, çâ®

ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª®­¥ç­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î â®¯®á®¢ GiFinset, ¤«ï

i = 1; :::; k, â® ¥áâì C � G1Finset� :::�GkFinset.

�á«¨ ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­® ®âà ¦ âì §­ ­¨ï ­¥ â®«ìª® ®

¢­¥è­¥¬ ¬¨à¥, ­® ¨ ® á ¬¨å áà¥¤áâ¢ å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¨ ® ¢á¥©

á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¢ æ¥«®¬, â® âà¥¡ã¥âáï à áè¨à¥­¨¥ ®¯¥à æ¨©

â®¯®á , ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª ¯®­ïâ¨î à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ­¨¦¥.

�ãáâì ¢ â®¯®á¥ E ¢ë¤¥«¥­ë ¤¢  ®¡ê¥ªâ  NOb ¨ NMor, ª®â®àë¥ ­ §ë-
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¢ îâáï ®¡« áâì ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®¡« áâì ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­-

­®. �­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢ 

E(I;NOb) ¨ E(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ E, ­ §ë¢ -

îâáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®.

�à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨ NOb ¨ NMor § ¤ ­ë â ª¨¥

¬®àä¨§¬ë, çâ® ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢­ãâà¥­­îî ª â¥£®à¨î ¢ E ¨ ¨­¤ãæ¨àãîâ

­  ¬­®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor áâàãªâãàã ª â¥£®à¨¨,

ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï NCat .

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. �®¯®á E ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥© ¨

ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­NCat ­ §ë¢ ¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬ â®¯®á®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ

äã­ªâ®àë Name : E ! NCat ¨ Denote : NCat ! E â ª¨¥, çâ® ¨å

ª®¬¯®§¨æ¨ï Denote � Name = 1E ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬ ­ 

E. �ã­ªâ®à Name ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ ¨¬¥­®¢ ­¨ï,   äã­ªâ®à Denote

| ¤¥­®â â®¬.

� ¥ ® à ¥ ¬   III.2.1 �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë© à¥ä«¥ªá¨¢­ë© â®¯®á.

� ®â«¨ç¨¥ ®â  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ¬­®-

£®®á­®¢­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨, ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ áå¥¬ë ¡ § ¤ ­-

­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ª â¥£®à¨ï¬¨ á ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, âà¥-

¡ãîâ ¯à¨¢«¥ç¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢, ¢ ª®â®àëå ®¯¥à æ¨¨ ¤¥©áâ¢ãîâ

¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ­¥ª®â®àëå ãá«®¢¨©. �à¨¬¥à®¬ â ª®© ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ï¥âáï

®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©: ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥­¨© f1 ¨ f2
®¯à¥¤¥«¥­ , ¥á«¨ â®«ìª® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© f1 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥-

¤¥«¥­¨ï f2, â® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® codom(f1) = dom(f2). �­®-

£¨¥ ¤àã£¨¥ ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ãá«®¢­ë¬¨. �®«¥¥ â®£®,

ãá«®¢­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ âà¥¡ãîâáï ¨ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¢®§­¨ª îé¨å

¢ ¯à¥¤¬¥â­ëå ®¡« áâïå.

� ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

¯®à®¦¤¥­­®© á«®¢ à¥¬ â¥à¬¨­®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨© ¨ á®®â-

­®è¥­¨© E. � áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ â ª¨å  «£¥¡à ï¢«ïîâáï ¬­®£®®á­®¢­ë¥

 «£¥¡àë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë, à¥ä«¥ªá¨¢­ë¥ â®¯®áë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

â®¯®áë á ¢ë¤¥«¥­­ë¬¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨ ­ á«¥¤®¢ ­¨¥¬ ¬®àä¨§¬®¢. � á-

á¬®âà¥­ë ¯®­ïâ¨¥ «¨­¥©­® ¨§« £ ¥¬®© á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ¯®­ïâ¨¥ ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ â ª¨å  «£¥¡à.

�ã¡«¨ª æ¨ .̈ �¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë ¢ 14 à ¡®â å

[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 37, 38, 39].
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�« £®¤ à­®áâ .̈ � ¡« £®¤ àî á¢®¨å ¡«¨§ª¨å - ¬®î ¦¥­ã ¨ ¤¥â¥©, § 

â¥à¯¥­¨¥, á¢®¨å ª®««¥£ ¨ ¤àã§¥© §  ¯®áâ®ï­­®¥ ¬­®£®«¥â­¥¥ á®âàã¤­¨ç¥-

áâ¢®, �®áá¨©áª¨© �®áã¤ àáâ¢¥­­ë© �ã¬ ­¨â à­ë© �­¨¢¥àá¨â¥â §  ¯à¥¤®-

áâ ¢«¥­­ãî ¢®§¬®¦­®áâì à ¡®â âì ­ ¤ ¤¨áá¥àâ æ¨¥© ¨ �®áá¨©áª¨© �®­¤

�ã­¤ ¬¥­â «ì­ëå �áá«¥¤®¢ ­¨© §  ç áâ¨ç­ãî ¬ â¥à¨ «ì­ãî ¯®¤¤¥à¦ªã

¢® ¢à¥¬ï à ¡®âë ­ ¤ ¤¨áá¥àâ æ¨¥© (£à ­â ­®¬¥à 94-01-01479).
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�« ¢  1. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨
¡ § ¤ ­­ëå

1 �¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

�ãáâì T | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï ¬­®¦¥áâ¢®¬

â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¡¥áª®­¥ç-

­ë¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. � ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ ­ §ë¢ ¥âáï ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥-

áâ¢®, â¨¯¨§¨à®¢ ­­®¥ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  T , â® ¥áâì ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

A, § ¤ ­­®¥ ¢¬¥áâ¥ á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ tA : A ! T . �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  A

­ §ë¢ îâáï  âà¨¡ãâ ¬¨. �¨¯®¬  âà¨¡ãâ  a 2 A ­ §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥­â tA(a)

¬­®¦¥áâ¢  T . �®£« á®¢ ­¨¥¬ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : B ! A ­ §ë¢ ¥âáï

®â®¡à ¦¥­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢, â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ ª®­¥ç­ëå

¬­®¦¥áâ¢, ¤«ï ª®â®à®£® ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ :

B
'
�! A

tB # # tA
T = T

� â¥£®à¨î ¢á¥å â ª¨å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å á®£« á®¢ ­¨© ®¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§AT . �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®£« á®¢ ­¨© ¨§ B ¢ A ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§

AT (B;A) ¨«¨ A(B;A), ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® â¨¯®¢ ïá­® ¨§ ª®­â¥ªáâ . � â¥£®-

à¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ AT ï¢«ï¥âáï ¯®«­®© ¯®¤ª â¥£®à¨¥© ª â¥£®à¨¨ �AT

¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ª®­¥ç­®áâ¨, â¨¯¨§¨à®¢ ­­ëå ¬­®¦¥áâ¢®¬ T ,

á ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨, á®åà ­ïîé¨¬¨ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢. �­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢

¢ íâ®© à áè¨à¥­­®© ª â¥£®à¨¨ ¡ã¤¥â â ª¦¥ ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ A(B;A)

¨«¨ ç¥à¥§ �A(B;A), ¥á«¨ ¢ â¥ªáâ¥ ­ã¦­® ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  A

¨«¨ B ¬®£ãâ ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨.

�®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥­âã t 2 T ¬­®¦¥áâ¢® Dt, ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥âáï

®¡« áâìî §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ  â¨¯  t.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �â­®è¥­¨¥¬ á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A =

fa1; :::; ang ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® r(A) � DtA(a1)� :::�DtA(an) ¢ ¤¥ª à-

â®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  A.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

D(A). �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  I (ª®­¥ç­®£® ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­®£®) ¨ «î¡ëå
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®â­®è¥­¨© ri(A) 2 D(A), £¤¥ i 2 I, ®¯à¥¤¥«¥­ë â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­-

­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï
S
i2I

ri(A) ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï
T
i2I

ri(A). �«ï «î¡ëå

¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ r1(A); r2(A) 2 D(A) ®¯à¥¤¥«¥­  â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ ï

®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨ r1(A) n r2(A). �à®¬¥ â®£®, ¢ D(A) ¥áâì ­ ¨¬¥­ìè¥¥

¯ãáâ®¥ ®â­®è¥­¨¥ ; ¨ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¯®«­®¥ ®â­®è¥­¨¥ E(A) = DtA(a1)� :::�

DtA(an). �® ®â­®è¥­¨î ª íâ¨¬ ®¯¥à æ¨ï¬ D(A) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«­ãî

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �¯¥à æ¨¥© f(A1; :::; An;B) â¨¯  (A1; :::; An;B),

£¤¥ A1; :::An; B | ­ ¡®àë  âà¨¡ãâ®¢,   f | ¨¬ï ®¯¥à æ¨¨, ­ §ë¢ ¥âáï

á¯®á®¡, á®¯®áâ ¢«ïîé¨© ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ®â-

­®è¥­¨¥ r(B), ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ f(r1; :::; rn).

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ®¯¥à æ¨ï f(A1; :::; An;B) § ¤ ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

f(A1; :::; An;B) : D(A1)� :::�D(An)!D(B):

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �¢¥ ®¯¥à æ¨¨ f1(A1; :::; An;B) ¨ f2(A1; :::; An;B)

¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì à ¢­ë¬¨ ¨ ¯¨á âì f1 = f2, ¥á«¨ ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ ª ª

®â®¡à ¦¥­¨ï.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. �á«®¢¨¥ à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå ®¯¥à æ¨©, § ¤ ­­®¥

®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.4, ï¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­ë¬ ¨ ­¥ ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì

íää¥ªâ¨¢­® ¯à®¢¥à¥­®.

� à §­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å ª« áá ¢á¥å ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå ®¯¥à æ¨©

­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì à §­ë¬. �¤­ ª® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ª« ááë ®¯¥-

à æ¨©, ª ª ¯à ¢¨«®, ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨ K1 | K4, ª®â®àë¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­ë

­¨¦¥.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K ­¥ª®â®àë© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨,  

ç¥à¥§ K(A1; :::; An;B) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¯¥à æ¨© íâ®£® ª« áá  ¢¨¤ 

f(A1; :::; An;B). �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª« áá ®¯¥à æ¨© K ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãî-

é¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.

K1): �¯¥à æ¨ï ;(A1; :::; An;B), ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã ­ -

¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ¯ãáâ®¥ ®â­®è¥­¨¥ ;(B), ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

K(A1; :::; An;B).

K2): �¯¥à æ¨¨ xi(A1; :::; An;Ai), ª®â®àë¥ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨©

r(A1); :::; r(An) á®¯®áâ ¢«ïîâ ®â­®è¥­¨ï ri(Ai), â® ¥áâì ï¢«ïîâáï ¯à®¥ª-

æ¨ï¬¨ D(A1) � ::: � D(An) ­  D(Ai), ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã ®¯¥à æ¨©

K(A1; :::; An;B), ¤«ï i = 1; :::; n:
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�ãáâì ffi(A1; :::; An;B)gi2I | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¯¥à æ¨©.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨¨
S
i2I

fi(A1; :::; An;B);
T
i2I

fi(A1; :::; An;B);

fi(A1; :::; An;B) n fj(A1; :::; An;B) ª ª ®¯¥à æ¨¨, ª®â®àë¥ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã

®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) á®¯®áâ ¢«ïîâ, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,S
i2I

fi(r1; :::; rn);
T
i2I

fi(r1; :::; rn); fi(r1; :::; rn) n fj(r1; :::; rn).

K3): �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¯¥à æ¨© fi 2 K(A1; :::An;B); i 2 I,

®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨¨
S
i2I

fi,
T
i2I

fi, ¨ fi n fj ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã

K(A1; :::An;B).

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥

g : D(A1)� :::�D(An)! D(B1) � :::�D(Bk)

¯à¨­ ¤«¥¦¨â K(A1; :::An;B1; :::; Bk), ¥á«¨ ª ¦¤ ï ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨©

xi(B1; :::; Bk;Bi) � g : D(A1)� :::�D(An)! D(Bi)

¯à¨­ ¤«¥¦¨â K(A1; :::An;Bi), ¤«ï i = 1; :::; k.

K4): �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g 2 K(A1; :::An;B1; :::; Bn) ¨ ®¯¥à æ¨ï f 2

K(B1; :::Bk;C), â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à æ¨ï f � g 2 K(A1; :::An;C), ª®â®à ï

ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®â®¡à ¦¥­¨© f ¨ g.

�á­®¢­®© ¯à¨¬¥à ª« áá  ®¯¥à æ¨© K, ª®â®àë© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à®¡­¥¥

¨§ãç âì ¢ íâ®© à ¡®â¥, | íâ® ®¯¥à æ¨¨ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

[43].

�«ï â®£® çâ®¡ë ¢¢¥áâ¨ íâ¨ ®¯¥à æ¨¨, ¤ ¤¨¬ ­¥áª®«ìª® ®¯à¥¤¥«¥­¨©.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D =
`
t2T

Dt à §ê¥¤¨­¥­­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥©

§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¢á¥å â¨¯®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ â¨¯ tD : D ! T í«¥¬¥­â®¢

¬­®¦¥áâ¢  D á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: í«¥¬¥­â d 2 D ¨¬¥¥â â¨¯ t = tD(d),

¥á«¨ d 2 Dt.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A = fa1; :::; ang

¬­®¦¥áâ¢® DtA(a1) � ::: � DtA(an) ­ å®¤¨âáï ¢ ¡¨¥ªâ¨¢­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á ¬­®¦¥áâ¢®¬ A(A;D) ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ A ¢ D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯

í«¥¬¥­â®¢. �â  ¡¨¥ªæ¨ï § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

áâà®ª¥ (d1; :::; dn) 2 DtA(a1) � :::� DtA(an) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

d : A! D â ª®¥, çâ® d(ak) = dk, ¤«ï k = 1; :::; n;

­ ®¡®à®â, ®â®¡à ¦¥­¨î d : A ! D á®¯®áâ ¢«ï¥âáï áâà®ª 

(d(a1); :::; d(an)), £¤¥ í«¥¬¥­â d(ai) 2 DtA(ai), â ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ d á®-

åà ­ï¥â â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢.
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�®íâ®¬ã ®â­®è¥­¨¥ r(A) á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì

ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® r(A) � A(A;D) ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ A ¢

D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢.

�ãáâì ' : B ! A | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢.

�®àä¨§¬ ' ¨­¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ h' : A(A;D) ! A(B;D), ª®â®à®¥

¬®àä¨§¬ã d : A! D á®¯®áâ ¢«ï¥â ª®¬¯®§¨æ¨î ¬®àä¨§¬®¢ h'(d) = d � '.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �á«¨ r � A(A;D) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â­®è¥­¨¥

á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A, â® ç¥à¥§ '�(r) ®¡®§­ ç ¥âáï ®â­®è¥­¨¥ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ B, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à §®¬ ¬­®¦¥áâ¢  r ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ h'.

�® ¥áâì

'�(r) = fd � ' 2 A(B;D) : d 2 r � A(A;D)g:

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �á«¨ r0 � A(B;D) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â­®è¥­¨¥

á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ B, â® ç¥à¥§ '�(r
0) ®¡®§­ ç ¥âáï ®â­®è¥­¨¥ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¬ A, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®®¡à §®¬ ¬­®¦¥áâ¢  r0 ®â­®á¨â¥«ì­®

®â®¡à ¦¥­¨ï h'. �® ¥áâì

'�(r
0) = fd 2 A(A;D) : d0 = d � '; d0 2 r0 � A(B;D)g:

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ®, ª®£¤  ' : B ! A | ¢«®¦¥­¨¥, â® ®¯¥à æ¨ï

'� : D(A) ! D(B) ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­®© ®¯¥à æ¨¥© ¯à®¥ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨© á

­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ­  ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ B.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. �á«¨ '1 : A! C ¨ '1 : B ! C | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥

á®£« á®¢ ­¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ r1 2 D(A), r2 2 D(B), â® ®¡ëç­ ï

®¯¥à æ¨ï á®¥¤¨­¥­¨ï ®â­®è¥­¨© r1 ¨ r2 ®â­®á¨â¥«ì­® á®£« á®¢ ­¨© '1 ¨

'2, ®¡®§­ ç ¥¬ ï ç¥à¥§ r1 �
'1;'2

r2, ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ëè¥

®¯¥à æ¨¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

r1 �
'1;'2

r2 = (('1)�(r1)) \ (('2)�(r2)):

�á«¨ ' : B ! A | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥  âà¨¡ãâ®¢, â®

®¯¥à æ¨¨ '� ¨ '� ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¡ëç­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï

 âà¨¡ãâ®¢ ¢ ®â­®è¥­¨ïå ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ á®£« á®¢ ­¨ï

 âà¨¡ãâ®¢.

�á¥ ®áâ «ì­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ �®¤¤  ¯®«ãç îâáï ¨§ ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ®¯¥-

à æ¨© ¯ãâ¥¬ ¯®¯®«­¥­¨ï ª« áá  ®¯¥à æ¨© á®£« á­® á¢®©áâ¢ ¬ K1 | K4.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.2. �¢¥¤¥­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ­¥ â®«ìª®

®¡ëç­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ �®¤¤®¬, ­® ¨ ­ ¯¨á âì
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ãá«®¢¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®¤­®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ ®â ¤àã£®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ ¤«ï ¤ ­­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¢¨¤¥ ãà ¢­¥­¨ï.

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ­¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ ­¥ ¢å®¤ïâ ¢ ª« áá

®¯¥à æ¨©, à áá¬®âà¥­­ë© �®¤¤®¬, ­® ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¨­â¥à¥á ¤«ï

¯à¨«®¦¥­¨©.

�®áâ®ï­­ ï ®¯¥à æ¨ï (const)r(B) â¨¯  (A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥â «î-

¡®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ®¤­® ¨ â® ¦¥ ®â­®è¥­¨¥ r(B).

�¯¥à æ¨ï áª®¡ª¨ < > á®¯®áâ ¢«ï¥â ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1), :::, rn(An)

®¤­®í«¥¬¥­â­®¥ ®â­®è¥­¨¥ (áâà®ªã) < r1(A1); :::; rn(An) >. �â  ®¯¥à æ¨ï

¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì ­ ¡®à ®â­®è¥­¨© ª ª áâà®ªã ¢ ®â­®è¥­¨¨ á®

á«®¦­ë¬¨ ¤®¬¥­ ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�«¥¤ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ áâà®ïâáï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®â®-

¡à ¦¥­¨ï f : Da1 � :::�Dan ! Db1 � :::�Dbk, § ¤ ­­®£® ­  ¬­®¦¥áâ¢ å

¢®§¬®¦­ëå §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  A = (a1; :::; an) ¢ ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§-

¬®¦­ëå §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  B = (b1; :::; bk). �â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨­-

¤ãæ¨àã¥â ®¯¥à æ¨î f â¨¯  (A;B), ª®â®à ï ®â­®è¥­¨î r(A) 2 Da1�:::�Dan

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¥£® ®¡à § f(r(A)) ¢ Db1 � :::�Dbk.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ ª« áá¥ K ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¥à æ¨¨, § ¤ ­­ë¥ ¯à®¨§¢®«ì-

­ë¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨ [42].

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.3. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ãá«®¢¨ï K1 | K4 ¯®-

§¢®«ïîâ à áá¬®âà¥âì ª« áá ®¯¥à æ¨© K ª ª ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®©

ï¢«ïîâáï ­ ¡®àë ¢¨¤  (A1; :::; An),   ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ | íâ® ¬­®¦¥-

áâ¢® ®¯¥à æ¨© K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) â¨¯  (A1; :::; An;B1; :::; Bk). �á«®¢¨¥

K4 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ®¡ê¥ªâë (A1; :::; An) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ª â¥£®-

à¨¨ K ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
nQ
i=1

Ai.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.4. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ®¯¥à -

æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¨§ ª« áá  K ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ãî  à­®áâì (â ª ®¯¥à æ¨ï

f â¨¯  (A1; :::; An;B) ¨¬¥¥â  à­®áâì n ), ªà®¬¥ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå

®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ  à­®áâì I ¯à®¨§¢®«ì­®© ¬®é­®áâ¨. �¨¯ë íâ¨å

â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ¨¬¥îâ ¢¨¤ (A; :::; A| {z }
I

;A). �ãé¥áâ¢®¢ -

­¨¥ ¡¥áª®­¥ç­ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ¯® «î¡®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã

ï¢«ï¥âáï â¥å­¨ç¥áª¨¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¤ ­­®© à ¡®âë.
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2 �¯à¥¤¥«¥­¨¥ K  «£¥¡à

�ãáâì § ¤ ­ ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ K, ®¡« ¤ îé¨© á¢®©áâ¢ ¬¨

K1|K4.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �«£¥¡à®© R ­ ¤ K ¨«¨ K- «£¥¡à®© ­ §ë¢ ¥âáï

á«¥¤ãîé¥¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥:

ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  R(A) á

¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨ ¨ à §­®áâìî ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­-

â ¬¨;

ª ¦¤®© ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

�f : R(A1)� :::�R(An)!R(B):

�à¨ç¥¬ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬,

R1). �ã«¥¢®© (¯ãáâ®©) ®¯¥à æ¨¨ ;(A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®áâ®-

ï­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

�; : R(A1)� :::�R(An)! R(B):

¢ ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(B).

R2). �¯¥à æ¨ï¬ xi(A1; :::; An;Ai) á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¯à®¥ªæ¨¨ ­  i-ë¥

ª®®à¤¨­ âë, â® ¥áâì

�xi = pri : R(A1)� :::�R(An)! R(Ai):

R3). �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¯¥à æ¨©

fi(A1; :::; An;B) 2 K(A1; :::; An;B); i 2 I;

¨¬¥îâáï à ¢¥­áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨©

[

i2I

fi(A1; :::; An;B) =
[

i2I

fi(A1; :::; An;B);

\

i2I

fi(A1; :::; An;B) =
\

i2I

fi(A1; :::; An;B);

f1(A1; :::; An;B) n f2(A1; :::; An;B) = f1(A1; :::; An;B) n f2(A1; :::; An;B):
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R4). �«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ g 2 K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) ç¥à¥§ �g ®¡®§­ -

ç¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

�g : R(A1)� :::�R(An)!R(B1)� :::�R(Bk);

§ ¤ ­­®¥ á®®â­®è¥­¨ï¬¨

pri � �g = �xi(B1; :::; Bk;Bi) � �g; ¤«ï i = 1; :::; k:

�®£¤ , ¥á«¨ g 2 K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) ¨ f 2 K(B1; :::; Bk;C), â® f � g =
�f � �g.

� à ¨ ¬ ¥ à 2.1. �¥à¥§ D ®¡®§­ ç¨¬ K- «£¥¡àã, ¢ ª®â®à®© ­ ¡®àã  âà¨-

¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ®â­®è¥­¨© D(A) á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ A,   ®¯¥à æ¨ï¬ f 2 K á®¯®áâ ¢«ïîâáï ®­¨ á ¬¨.

�à®¢¥àª  ãá«®¢¨© R1|R4 ®ç¥¢¨¤­  ¨ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨© ª« áá  K.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ K- «£¥¡àã D ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K- «£¥¡à®© ®â­®è¥­¨©

¨«¨ K- «£¥¡à®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨©.

� à ¨ ¬ ¥ à 2.2. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K[C1; :::; Cl] ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ¬­®-

¦¥áâ¢  ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ fC1; :::; Clg á«¥¤ãîé¨© ®¡ê¥ªâ. �«ï ª ¦¤®£® ­ -

¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¯®«®¦¨¬ K[C1; :::; Cl](A) = K(C1; :::; Cl;A). �«ï «î¡®©

®¯¥à æ¨¨ f(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå ki 2 K[C1; :::; Cl](Ai) = K(C1; :::; Cl;Ai),

¤«ï i = 1; :::; n, ¯®«®¦¨¬

�f(k1; :::; kn)
def
= f � k 2 K(C1; :::; Cl;B) = K[C1; :::; Cl](B);

£¤¥ k | ®¯¥à æ¨ï ¨§ K(C1; :::; Cl;A1; :::; An) â ª ï, çâ® xi � k = ki ¤«ï

i = 1; :::; n.

�®ª ¦¥¬, çâ® K(C1; :::; Cl) ï¢«ï¥âáï K- «£¥¡à®©. �«ï íâ®£® ­ã¦­®

¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© R1| R4. �á«®¢¨ï R1, R2, R3 ®ç¥¢¨¤­ë¬

®¡à §®¬ á«¥¤ãîâ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á¢®©áâ¢ ª« áá  ®¯¥à æ¨© K. �á«®¢¨¥

R4 â ª¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á¢®©áâ¢   áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨

®¯¥à æ¨©.

�ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à . � ¤ «ì­¥©è¥¬ §­ ç¥­¨¥ ®â®¡à -

¦¥­¨ï
�f : R(A1)� :::�R(An)!R(B);

á®¯®áâ ¢«¥­­®£® ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) ­  í«¥¬¥­â¥ (R1; :::; Rn) 2

R(A1)� :::�R(An), ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ f(R1; :::; Rn) ¡¥§ ç¥àâ®çª¨

á¢¥àåã.
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�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 2.1. � ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯  ¢

ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ åà ­¨âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ¢¨¤¥ ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥-

áâ¢® ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An), ¨¬¥­  ª®â®àëå R1; :::; Rn ¨§¢¥áâ­ë ¯®«ì-

§®¢ â¥«î á¨áâ¥¬ë. �®«ì§®¢ â¥«ì ä®à¬ã«¨àã¥â § ¯à®á á ¯®¬®éìî ®¯¥à -

æ¨© ¨§ ¯à¨­ïâ®£® ¢ ¤ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬¥ ª« áá  K, ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå

ª ¨¬¥­ ¬ R1; :::; Rn ¢ ¢¨¤¥ f(R1; :::; Rn), £¤¥ f 2 K(A1; :::; An;B). �â¢¥â®¬

­  ¤ ­­ë© § ¯à®á ¢ ¤ ­­ë© ¬®¬¥­â ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥ r(B) = f(r1; :::; rn).

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¯à®á®¢ ff(R1; :::; Rn)g á â®ç­®áâìî ¤® ®¡êï¢«¥­­ëå á®®â-

­®è¥­¨© ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ®¡à §ã¥â K- «£¥¡àã, ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à®©

¤ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 2.2. �  ï§ëª¥ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ K- «£¥¡àë

¬®¦­® ¯¥à¥äà §¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®à¨î ®¯¥-

à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ K (¢ â®¬ ç¨á«¥, ¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥-

à æ¨©). �«£¥¡à®© R ­ ¤ K ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à R : K ! Set ¨§ ª â¥£®à¨¨

K ¢ ª â¥£®à¨î ¬­®¦¥áâ¢ Set, ª®â®àë© ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ ¯¥-

à¥¢®¤¨â ¢ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢,   ¯®áâ®ï­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ (â¨¯ 

;) | ¢ ¯®áâ®ï­­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢. �â® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

®¯à¥¤¥«¥­¨î �®¢¥à  [63]  «£¥¡àë ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­®© ª â¥£®à¨¥© á ¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï¬¨. �§ãç ¥¬ë¥ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥  «£¥¡àë ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª

¬­®£®®á­®¢­ë¥ ( ® ¬­®£®®á­®¢­ëå  «£¥¡à å ­  àãááª®¬ ï§ëª¥ á¬. [15, 28]),

£¤¥ ª ¦¤®¥R(A) ¤«ï ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ï¢«ï¥âáï ®á­®¢ ­¨¥¬ ¬­®£®®á­®¢-

­®©  «£¥¡àë R.
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3 �®¬®¬®àä¨§¬ë ¨ ¨¤¥ «ë K- «£¥¡à

�ãáâì R1 ¨ R2 | K- «£¥¡àë. �®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ë ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à jA :

R1(A)! R2(A), § ¤ ­­ë¥ ¤«ï ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A, ­ §ë¢ îâáï

K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡à j : R1 ! R2, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f 2

K(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå Ri 2 R1(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n, ¢ë¯®«­ï¥âáï

á®®â­®è¥­¨¥

jB(f(R1; :::; Rn)) = f(jA1
(R1); :::; jAn(Rn)):

� ç áâ­®áâ¨, K-£®¬®¬®àä¨§¬ ¯¥à¥¢®¤¨â ¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R1(A) ¢ ¯ãáâ®©

í«¥¬¥­â R2(A).

�®¤¬­®¦¥áâ¢  j�1A (;) � R1(A) ¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A ­ §ë¢ -

¥âáï ï¤à®¬ £®¬®¬®àä¨§¬  j ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Ker(j).

�¥¬¥©áâ¢® ¨¤¥ «®¢ J (A) � R(A) ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R(A), ¤«ï ¢á¥å

­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A, ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬ K- «£¥¡àë ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§

J , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢

Ri 2 R(Ai) ¨ Ji 2 J (Ai), £¤¥ i = 1; :::; n, ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

f(R1 + J1; :::Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 J (B);

£¤¥ §­ ª®¬ ¯«îá (+) ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© à §­®áâ¨ ¬¥¦¤ã

í«¥¬¥­â ¬¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, â® ¥áâì a+ b
def
= (a n b)[

(b n a).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �ãáâì J | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R, ¨ f |

®¯¥à æ¨ï ¨§ K(A1; :::; An+k; B) â ª ï, çâ®

f(x1(A1; :::; An;A1); :::; xn(A1; :::; An;An);

;(A1; :::; An;An+1); :::; ;(A1; :::; An;An+k)) =

= ;(A1; :::; An;B):

�®£¤  ¤«ï «î¡ëå Ri 2 R(Ai), i = 1; :::; n ¨ Jl 2 J (An+l), £¤¥ l = 1; :::; k,

í«¥¬¥­â f(R1; :::Rn; J1; :::; Jk) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â J (B).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®«®¦¨¬ R01 = R1; :::; R
0

n = Rn; R
0

n+1 =

;; :::; R0n+k = ; ¨ J 01 = ;; :::; J 0n = ;; J 0n+1 = J1; :::; J
0

n+k = Jk. �®£¤ , ¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨¤¥ «  K- «£¥¡àë, ¨¬¥¥¬:

f(R01 + J 01; :::; R
0

n+k + J 0n+k) + f(R01; :::; R
0

n+k) 2 J (B):
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� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

f(R01 + J 01; :::R
0

n+k + J 0n+k) + f(R01; :::; R
0

n+k) =

= f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) + f(R1; :::; Rn; ;; :::; ;) =

= f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk);

â ª ª ª, á®£« á­® ãá«®¢¨î, ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ f(R1; :::; Rn; ;; :::; ;) = ;:

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �ãáâì J | ¨¤¥ « ¢ K- «£¥¡à¥ R. �®£¤  ¢

®¡ê¥ªâ¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¬ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã

R(A)=J (A), ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï áâàãªâãà  K- «£¥¡àë â ª,

çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ R !R(A)=J (A) ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ K- «£¥¡à.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì [Ri] 2 R(Ai)=J (Ai), i =

1; :::; n, | á¬¥¦­ë¥ ª« ááë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ í«¥¬¥­â ¬¨ Ri 2 R(Ai). �ãáâì

f(A1; :::; An; B) | ®¯¥à æ¨ï. �¯à¥¤¥«¨¬ f([R1]; :::; [Rn]) | ª ª á¬¥¦­ë©

ª« áá ¢ R(Ai)=J (Ai), ®¯à¥¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â®¬ f(R1; :::; Rn). �®ª ¦¥¬

ª®àà¥ªâ­®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �ãáâì R1 + J1; :::; Rn + Jn | ¤àã£®©

­ ¡®à ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© â¥å ¦¥ á¬¥¦­ëå ª« áá®¢. �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

¨¤¥ « ,

f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 J (B);

â® ¥áâì í«¥¬¥­âë f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) ¨ f(R1; :::; Rn) ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤¨­

¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥­â ¢ R(B)=J (B). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, ªà®¬¥ â®£®, çâ® â ª

®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à æ¨© ­  R=J ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ R1 |

R4, â® ¥áâì R=J ï¢«ï¥âáï K- «£¥¡à®©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.3. �¤à® Ker(j) £®¬®¬®àä¨§¬  K- «£¥¡à

j : R1 ! R2 ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 R(Ai), Ji 2 j
�1
Ai (;), ¤«ï i = 1; :::; n,

¨ f(A1; :::; An; B) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®¯¥à æ¨ï ª« áá  K. � áá¬®âà¨¬

jB(f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn)) =

= jB(f(R1 + J1; :::; Rn + Jn)) + jB(f(R1; :::; Rn)) =

= f(jA1
(R1 + J1); :::; jAn(Rn + Jn)) + f(jA1

(R1); :::; jAn(Rn)) =

= f(jA1
(R1); :::; jAn(Rn)) + f(jA1

(R1); :::; jAn(Rn)) = ;;

£¤¥ ¢á¥ à ¢¥­áâ¢  ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ­  ®á­®¢ ­¨¨ á¢®©áâ¢  £®¬®¬®àä¨§¬ 

K- «£¥¡à. �âáî¤ ,

f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 j
�1
B (;):
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� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �á«¨ j : R1 ! R2 | £®¬®¬®àä¨§¬

¨ J1 � R1, J2 � R2 | ¨¤¥ «ë K- «£¥¡à â ª¨¥, çâ® j(J1) � J2, â®

áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ j 0 : R1=J1 ! R2=J2, ¤¥« îé¨©

á«¥¤ãîéãî ¤¨ £à ¬¬ã ª®¬¬ãâ â¨¢­®©:

R1 �! R1=J1
j # # j 0

R2 �! R1=J2

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

�®¤ «£¥¡à®© R1 � R2  «£¥¡àë R2 ­ §ë¢ ¥âáï á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤ «£¥¡à

R1(A) � R2(A) ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R2(A) ¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A,

§ ¬ª­ãâ®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨© ª« áá  K.

�ãáâì S = fRigi2I | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K- «£¥¡àë R, â® ¥áâì

Ri 2 R(Ai), ¤«ï i 2 I. �¥à¥§ RfSg ®¡®§­ ç¨¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à

¢ R, á®¤¥à¦ é¨å S. �ç¥¢¨¤­®, çâ® RfSg | ¯®¤ «£¥¡à  ¢ R. �âã

¯®¤ «£¥¡àã ­ §ë¢ îâ ¯®¤ «£¥¡à®©, ¯®à®¦¤¥­­®© ¬­®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢

S.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.1. � áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã ®â­®è¥­¨© D ¯à¨¬¥à  2.1.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ E ¯®¤ «£¥¡àã  «£¥¡àë D, ¯®à®¦¤¥­­ãî ­ ¨¡®«ìè¨¬¨

®â­®è¥­¨ï¬¨ | í«¥¬¥­â ¬¨ ¢¨¤  Da1 � ::: � Dan 2 D(A) ¤«ï ª ¦¤®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A = fa1; :::; ang, £¤¥ Dai | ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬®¦­ëå

§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ  ai. �«£¥¡à  E ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à®© ¥¤¨­¨æ.

�á«¨ R = RfSg, â® £®¢®àïâ, çâ® S ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

K- «£¥¡àë R. �á«¨ S | ª®­¥ç­®, â® £®¢®àïâ, çâ® R ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­ .

� ¬¥â¨¬, çâ®, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ª®«¥æ, £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à ®¤­®§­ ç­®

®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ­  ®¡à §ãîé¨¥. �¬¥­­®, ¯ãáâì j : R1 !R2

| £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à, ¨ ¯ãáâì S |¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë

R1. �®£¤  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬  ¨§ R1 ¢ R2, ®â«¨ç­®£® ®â j ¨

á®¢¯ ¤ îé¥£® á j ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ S.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.5. �ãáâì j : R1 !R2 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à.

�®£¤  ®¡à § j(R1) | ¯®¤ «£¥¡à  ¢ R2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

�¥à¥©¤¥¬, â¥¯¥àì, ª ¯®áâà®¥­¨î á¢®¡®¤­ëå K- «£¥¡à. � áá¬®âà¨¬ K-

 «£¥¡àã K[C1; :::; Cl] (¯à¨¬¥à 2.2.).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.6. �«¥¬¥­âë Xi

def
= xi(C1; :::; Cl; Ci), £¤¥

xi(C1; :::; Cl; Ci) 2 K[C1; :::; Cl](Ci), ¤«ï i = 1; :::; l, ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨

K- «£¥¡àë K[C1; :::; Cl].
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R 2 K[C1; :::; Cl](A). �®£¤ ,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (á¬. ¯à¨¬¥à 2.2), R = g ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ g 2

K(C1; :::; Cl; A). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

R = g = g(x1(C1; :::; Cl; C1); :::; xl(C1; :::; Cl; Cl)) = g(X1; :::;Xl):

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®¤ «£¥¡àë, ¥á«¨ ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë K[C1; :::; Cl] á®-

¤¥à¦¨â í«¥¬¥­âë X1; :::;Xn, â® ®­  á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­â R = g(X1; :::;Xl).

� ª ª ª R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â, â® X1; :::;Xn | ®¡à §ãîé¨¥  «£¥¡àë

K[C1; :::; Cl].

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.7. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  ¨

Ri 2 R(Ci), ¤«ï i = 1; :::; l | ¥¥ «î¡ë¥ í«¥¬¥­âë. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© K-£®¬®¬®àä¨§¬

j : K[C1; :::; Cl]!R

â ª®©, çâ® j(Xi) = Ri, ¤«ï i = 1; :::; l.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �«ï g 2 K[C1; :::; Cl](A) = K(C1; :::; Cl; A)

¯®«®¦¨¬ j(g) = g(R1; :::; Rl). �®ª ¦¥¬, çâ® ¯®áâà®¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¥áâì

£®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì fgi(C1; :::; Cl; A)gi2I
| ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K[C1; :::; Cl](A). �®£¤ 

j(
[

i2I

gi) = (
[

i2I

gi)(R1; :::; Rl) =
[

i2I

gi(R1; :::; Rl):

�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ®R| íâ®K- «£¥¡à  ¨ ¯®íâ®¬ã

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î R3. �­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥

¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¨ à §­®áâì ¢ à §­®áâì. �ãáâì, â¥¯¥àì, f 2

K(A1; ::; An; B) ¨ gi | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë K(C1; :::; Cl; Ai), ¤«ï

i = 1; :::; n. �®£¤ ,

j(f(g1; :::; gn)) = f(g1; :::; gn)(R1; :::; Rl) = f � g(R1; :::; Rl):

� ª ª ª R | K- «£¥¡à  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ã R4, â® ¯®á«¥¤­¥¥

¢ëà ¦¥­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥:

f(g1(R1; :::; Rl); :::; gn(R1; :::; Rl)) = f(j(g1); :::; j(gn)):

�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ­®, çâ® j | £®¬®¬®àä¨§¬. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì â ª®£®

£®¬®¬®àä¨§¬  á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® X1; :::;Xl | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë

K[C1; :::; Cl].
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�«£¥¡à  K[C1; :::; Cl] ¡ã¤¥â ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ §ë¢ âìáï á¢®¡®¤­®© K-

 «£¥¡à®© á ®¡à §ãîé¨¬¨ X1; :::;Xl.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.8. �ãáâì Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n,

| ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  R 2 R(B)

­ ©¤¥âáï â ª ï ®¯¥à æ¨ï f 2 K(A1; :::; An; B), çâ® R = f(R1; :::; Rn).

�â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 3.7 ¨ 3.6.

�ãáâì M = fJigi2I | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K- «£¥¡àë R, â® ¥áâì

Ji 2 R(Ai), ¤«ï i 2 I. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J fMg ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¨¤¥ «®¢

R, á®¤¥à¦ é¨å M . �ç¥¢¨¤­®, çâ® J fMg | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R. �¤¥ «

J fMg ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  M ,  

á ¬® ¬­®¦¥áâ¢® M ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨¤¥ «  J fMg.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.9. �ãáâì R | K- «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï í«¥¬¥­-

â ¬¨ Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n, ¨ J | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ M = fJsgs2I í«¥¬¥­â®¢ Js 2 R(An+s), s = 1; :::; k. �®£¤  ¤«ï

ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ B ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  J fMg(B) ¢ â®ç­®-

áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ J 0(B) í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk),

£¤¥ f 2 K(A1; :::; An+k; B) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®¯¥à æ¨ï, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ã-

îé¨¬ á¢®©áâ¢®¬:

f(x1(A1; :::An; A1); :::; xn(A1; :::An; An);

;(A1; :::; An; An+1); :::; ;(A1; :::An; An+k)) = ;(A1; :::An; B):

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1, í«¥¬¥­âë ¢¨¤ 

f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk), £¤¥ ®¯¥à æ¨ï f ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨ï 3.9, ¯à¨­ ¤«¥¦ â «î¡®¬ã ¨¤¥ «ã, á®¤¥à¦ é¥¬ã í«¥¬¥­âë J1; :::; Jk.

�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® J 0 | ¨¤¥ «. �«ï á®ªà é¥­¨ï § ¯¨á¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì

¯à®áâ® xi ¢¬¥áâ® xi(A1; :::; An; Ai) ¨ ; ¢¬¥áâ® ;(A1; :::; An; B), ¥á«¨ â¨¯

®¯¥à æ¨¨ ¨§¢¥áâ¥­ ¨§ ª®­â¥ªáâ . �®ª ¦¥¬, á­ ç « , çâ® J 0(B) | ¨¤¥ «

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R0(B). �ãáâì fJ 0i = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk)gi2I | ¯à®¨§-

¢®«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ J 0(B). �¬¥¥¬S
i2I

J 0i =
S
i2I

fi(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) = (â ª ª ª R | K- «£¥¡à  ¨ ¢ë¯®«-

­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ R3) = (
S
i2I

fi)(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk). � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

(
[

i2I

fi)(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =
[

i2I

fi(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =
[

i2I

; = ;:

�âáî¤ ,
S
i2I

J 0i 2 J
0(B). �ãáâì, â¥¯¥àì, J 0 = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) 2

29



J 0(B) ¨ R0 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â R(B). �®ª ¦¥¬, çâ® J 0
T
R0 2

J 0(B). � ª ª ª R1; :::; Rn | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R, â®, á®£« á­®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.8, áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à æ¨ï g 2 K(A1; :::An B) â ª ï, çâ®

R0 = g(R1; :::; Rn). �®£¤ 

J 0 \R0 = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) \ g(R1; :::; Rn) =

= (f \ g)(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

(f \ g)(x1; :::; xn; ;; :::; ;) = f(x1; :::; xn; ;; :::; ;)
\
g(x1; :::; xn) =

= ;
\
g(x1; :::; xn) = ;:

�âáî¤ , J 0
T
R0 2 J 0(B). �â ª, ¤®ª § ­®, çâ® J 0(B) ¨¤¥ « ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë R(B).

�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à áá¬®âà¨¬ ¤«ï ¯à®¨§-

¢®«ì­®© ®¯¥à æ¨¨ F 2 K(B1; :::; Bs; C) ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ R0j 2

R(Bj), J
0

j 2 J
0(Bj) ¢ëà ¦¥­¨¥ F (R

0

1 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0

s): � ª

ª ª R1; :::; Rn | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.8,

­ ©¤ãâáï ®¯¥à æ¨¨ gj 2 K(A1; :::; An; Bj) â ª¨¥,çâ® R
0

j = gj(R1; :::; Rn),

¤«ï j = 1; :::; s. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î J 0, í«¥¬¥­âë J 0j 2 J
0(B) ¨¬¥îâ ¢¨¤

J 0j = fj(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk), £¤¥ ®¯¥à æ¨¨ fj 2 K(A1; :::; An+k;B), ¤«ï

j = 1; :::; s, â ª¨¥, çâ® fj(x1; :::; xn; ;; :::; ;) = ;; ¤«ï j = 1; :::; s:

�â ª, ¨¬¥¥¬:

F (R01 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0

s) =

= F (g1(R1; :::; Rn) + f1(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk); :::

:::; gs(R1; :::; Rn) + fs(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk)) +

+F (g1(R1; :::; Rn); :::; gs(R1; :::; Rn)):

�¡®§­ ç¨¬ ®¯¥à æ¨î ®â R1; :::; Rn; J1; :::; Jk, § ¯¨áì ª®â®à®© ¥áâì ¢áï ¯à ¢ ï

ç áâì ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ , ç¥à¥§ � 2 K(A1; :::; An+k; C):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

�(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =

= F (g1(x1; :::; xn) + f1(x1; :::; xn; ;; :::; ;); :::;
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gs(x1; :::; xn) + fs(x1; :::; xn; ;; :::; ;)) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) =

= F (g1(x1; :::; xn) + ;; :::; gs(x1; :::; xn) + ;) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) =

= F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) = ;:

�âáî¤ ,

F (R01 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0s) = �(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) 2 J

0(C);

â® ¥áâì J 0 | ¨¤¥ «.
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4 � â¥£®à¨ï K- «£¥¡à

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® â ª¨¥ K- «£¥¡àë, ª®â®àë¥

¯®à®¦¤ îâáï ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª¨¥ K- «£¥¡àë ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬ë ®¡à §ãîâ

ª â¥£®à¨î. �­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ K- «£¥¡àë R1 ¢ R2 ¡ã¤¥â

®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ K(R1;R2).

�á®¡® ¢ë¤¥«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ S(R) = K(R;D) ¨§ K-

 «£¥¡àë R ¢ K- «£¥¡àã ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ¯à¨¬¥à  2.1. �­®-

¦¥áâ¢® S(R) ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢®§¬®¦­ëå á®áâ®-

ï­¨©  «£¥¡àë R. �â® ­ §¢ ­¨¥ á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ®, ¥á«¨ R |  «£¥¡à 

§ ¯à®á®¢ ­¥ª®â®à®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë, ¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ ï á¨áâ¥¬ 

­ å®¤¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ á®áâ®ï­¨¨ S, â® ¯® ª ¦¤®¬ã § ¯à®áã R 2 R(A)

¢ë¤ ¥âáï ®â¢¥â S(R) 2 D(A), ¯à¨ç¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ S : R ! D ï¢«ï¥âáï

K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® R1 ¨§®¬®àä­  R2, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§-

¬ë j1 : R1 ! R2, j2 : R2 ! R1 â ª¨¥, çâ® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨¨ j2 � j1 = id(R1),

j1 � j2 = id(R2) ¥áâì â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë. �§®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à

R1 ¨ R2 ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì §­ ª®¬ � ¨ ¯¨á âì R1 � R2.

�à¨¢¨ «ì­ë¬ ã¯à ¦­¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨§®¬®àä¨§¬  ¬­®-

¦¥áâ¢ á®áâ®ï­¨© S(R1) � S(R2) ¤«ï ¨§®¬®àä­ëå K- «£¥¡à R1 � R2.

�ãáâì R ¨ R0 | ¤¢¥ K- «£¥¡àë. �¥à¥§ R�R0 ®¡®§­ ç¨¬ á«¥¤ãîéãî

K- «£¥¡àã, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì áã¬¬®© K- «£¥¡à.

� ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  (R �

R0)(A) = R(A) � R0(A) | ¯àï¬ ï áã¬¬  ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R(A) ¨ R0(A),

â® ¥áâì í«¥¬¥­â ¬¨ (R � R0)(A) ï¢«ïîâáï ¯ àë (R;R0), £¤¥ R 2 R(A),

R0 2 R0(A),   ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¯® ª ¦¤®© ª®®à¤¨­ â¥ ®â¤¥«ì­®.

�ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© R1 | R4 ¯à¨ íâ®¬ âà¨¢¨ «ì­® ¯à®¢¥àï¥âáï.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áã¬¬ëR�R0 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï j : R�R0! R

¨ j0 : R�R0 ! R0, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥ í«¥¬¥­âã (R;R0) í«¥¬¥­âë j(R;R0) =

R ¨ j0(R;R0) = R0, ï¢«ïîâáï £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ K- «£¥¡à.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 4.1. �ãáâì i1 : R00 ! R ¨ i2 : R00 ! R0 |

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©

£®¬®¬®àä¨§¬ (i1 � i2) : R
00 ! R�R0 â ª®©, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥

à ¢¥­áâ¢  ¤«ï ª®¬¯®§¨æ¨© £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j�(i1�i2) = i1 ¨ j
0�(i1�i2) = i2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R00 2 R00(A). � ª ª ª, á®£« á­®

ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï j � (i1� i2)(R
00) = i1(R

00) ¨ j0 � (i1� i2)(R
00) = i2(R

00),
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â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j ¨ j0 á«¥¤ã¥â, çâ® (i1 � i2)(R
00) =

(i1(R
00); i2(R

00)). �áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬,   íâ® ®ç¥¢¨¤­®.

�¥à¥©¤¥¬ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï K- «£¥¡à. �ãáâì R

¨ R |  «£¥¡àë á ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å S ¨ S0, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®. � áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤­ãî  «£¥¡àã K[S [ S0] á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ã-

îé¨å S [ S0 (á¬. ¯à¨¬¥à 2.2). �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.7, çâ®¡ë § ¤ âì

£®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë, ¤®áâ â®ç­® â®«ìª® § ¤ âì ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ ­  ®¡à §ãîé¨å.

�®«®¦¨¬ �p : K[S]! K[S[S0] ¨ �p0 : K[S0]!K[S[S0] | £®¬®¬®àä¨§¬ë,

§ ¤ ­­ë¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ �p(s) = s, ¤«ï s 2 S ¨ �p0(s0) = s0, ¤«ï s0 2 S0.

�ãáâì j : K[S]!R ¨ j : K[S0]!R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ë, â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¥

­  ®¡à §ãîé¨å.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J = J f�p(Ker(j)) [ �p0(Ker(j 0))g ¨¤¥ « ¢ K[S [

S 0], ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â ¬¨ ¢¨¤  �p(R) ¨ �p0(R0), £¤¥ í«¥¬¥­âë R ¨ R0

¯à¨­ ¤«¥¦ â ï¤à ¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j ¨ j0, â® ¥áâì j(R) = ; ¨ j0(R0) = ;.

�¥­§®à­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ K- «£¥¡à R ¨R0 á ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å

S ¨ S 0 ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à  R
R0 = K[S [ S0]=J .

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.4, ¨¬¥¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã K- «£¥¡à

¨ ¨¤¥ «®¢:

Ker(j) ! J = J f�p(Ker(j)) [ �p0(Ker(j0))g  Ker(j0)

# # #

K[S]
�p
�! K[S [ S0]

�p0

 � K[S0]

j # # j 
 j 0 # j0

R
p
�! R
R0

p0

 � R0

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 4.2. �ãáâì i1 : R ! R
00 ¨ i2 : R

0 !R00 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥

£®¬®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬

K- «£¥¡à i1 
 i2 : R 
 R0 ! R00 â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢

(i1 
 i2) � p = i1 ¨ (i1 
 i2) � p
0 = i2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ i1 
 i2 áãé¥áâ¢ã¥â, â®

áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

i1 
 i2 : K[S [ S
0]

j
j0

! R
R
0 i1
i2
! R

00

­  ®¡à §ãîé¨å, á®£« á­® ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¯à¨-

¢¥¤¥­­®© ¢ëè¥ ¤¨ £à ¬¬ë, ¨¬¥¥â ¢¨¤ i1 
 i2(s) = i1(s), ¤«ï s 2 S ¨
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i1 
 i2(s
0) = i2(s

0), ¤«ï s0 2 S0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì £®¬®¬®à-

ä¨§¬  i1
i2. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬

i1 
 i2 : K[S [ S0] ! R00, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  ®¡à §ãîé¨å á®®â­®è¥­¨ï¬¨,

¢ë¯¨á ­­ë¬¨ ¢ëè¥. � ª ª ª i1 � j = i1 
 i2 � �p, çâ® «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ­ 

®¡à §ãîé¨å  «£¥¡àë K[S], â® �p(Ker(j)) � Ker(i1 
 i2). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

¯ãáâì R 2 K[S] ¨ j(R) = ;. �®£¤ 

(i1 
 i2)(�p(R)) = i1 � j(R) = ;:

�­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® �p0(Ker(j0)) � Ker(i1 
 i2). �âáî¤ ,

J � Ker(i1 
 i2), â ª ª ª J { ­ ¨¬¥­ìè¨© ¨¤¥ «, á®¤¥à¦ é¨© �p(Ker(j))

¨ �p0(Ker(j0)). �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ 

i1 
 i2 : R
R
0 = K[S [ S0]=J!K[S [ S0]=Ker(i1 
 i2) = R

00:

�à®¢¥àª  ãá«®¢¨© ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 âà¨¢¨ «ì­ , â ª ª ª íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ë-

¯®«­ïîâáï ­  ®¡à §ãîé¨å.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 4.3. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥ § ¢¨á¨â

®â ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å ¢ K- «£¥¡à å.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 4.4. �à®áâà ­áâ¢® á®áâ®ï­¨© S(R
R0) = S(R)�S(R0).

�ãáâì C | ­¥ª®â®à ï K- «£¥¡à , ª®â®àãî ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  «£¥¡à®©

ª®­áâ ­â.

C- «£¥¡à®© R ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à  á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬

K- «£¥¡à iR : C ! R.

�®¬®¬®àä¨§¬®¬ C- «£¥¡à j : R1 ! R2 ­ §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬

K- «£¥¡à, ®¡« ¤ îé¨© á¢®©áâ¢®¬ iR2
= j � iR1

.

�¤¥ « J � R C- «£¥¡àë R ­ §ë¢ ¥âáï C-¨¤¥ «®¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï

à ¢¥­áâ¢® J \ iR(C) = ;.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® C- «£¥¡àë ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬ë ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î.

�­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ C- «£¥¡àë R1 ¢ C- «£¥¡àã R2 ¡ã¤¥¬ ®¡®-

§­ ç âì ç¥à¥§ C(R1;R2).

�á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥  «£¥¡àë ª®­áâ ­â C ¡¥à¥âáï K- «£¥¡à  ¥¤¨­¨æ E, ¢¢¥-

¤¥­­ ï ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.1 ¨ ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A í«¥¬¥­â iR(E(A))

ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­¨æ¥© ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ R(A), â® â ªãî  «£¥¡àã R ­ §ë¢ îâ

K- «£¥¡à®© á ¥¤¨­¨æ¥©.

�ãáâì, â¥¯¥àì, K0 | ¤àã£®© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ K1|K4, ¨ K � K0. � ª®© ª« áá ®¯¥à æ¨© K0

­ §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬ ª« áá  K. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à 
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á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å S = fR1; :::; Rng ¨ ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬

á®®â­®è¥­¨© f1(R1; :::; Rn) = ;; :::; fk(R1; :::; Rn) = ;, â® ¥áâì

R = K[S]=Jff1; :::; fkg;

£¤¥ K[S] | á¢®¡®¤­ ï K- «£¥¡à  S,   J ff1; :::; fkg | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë©

®¯¥à æ¨ï¬¨ f1; :::; fk, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬¨ ª ª í«¥¬¥­âë  «£¥¡àë K[S].

� ¦¤®© â ª®© K- «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢¨¬ K0- «£¥¡àã R0, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

à ¢­ãî

R
0 = K0[S]=J 0

ff1; :::; fkg;

£¤¥ J 0ff1; :::; fkg | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© ®¯¥à æ¨ï¬¨ f1; :::; fk, ª®â®àë¥

à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª í«¥¬¥­âë á¢®¡®¤­®© K0- «£¥¡àë K0[S]. �â ­¤ àâ­ë¬

®¡à §®¬ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ R 7! R0 ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à 

®¡à §ãîé¨å ¢ R ¨ ï¢«ï¥âáï ª®¢ à¨ ­â­ë¬ äã­ªâ®à®¬. �â®â äã­ªâ®à

­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ § ¬¥­ë ª« áá  ®¯¥à æ¨©.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 4.1. � ª ª ª K- «£¥¡àë ¨¬¥îâ ¨¤¥ «ë, â® ¬®¦­® ®¯à¥¤¥-

«¨âì á¯¥ªâà Spec(R) K- «£¥¡àë R ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥ «®¢

¨ ¢¢¥áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ Spec(R) â®¯®«®£¨î � à¨áª®£®, £¤¥ § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ Spec R ï¢«ïîâáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢¨¤  N(J ) =(¬­®¦¥áâ¢®

¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥ «®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¨¤¥ « J ). � «¥¥ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯®-

¯ëâ âìáï à á¯à®áâà ­¨âì ¬¥â®¤ë ¨ à¥§ã«ìâ âë  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨

­  á«ãç © K- «£¥¡à. �¤­ ª® ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¢ â ª®¬ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬ë

íâ¨¬ § ­¨¬ âìáï ­¥ ¡ã¤¥¬.
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5 �¥®à¥¬  ® à §«®¦¥­¨¨ K- «£¥¡à

� ç¨­ ï á íâ®£® ¬®¬¥­â , ¯®¤ K ¯®­¨¬ ¥âáï ª« áá ®¯¥à æ¨© à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë (¯à¨¬¥à à §¤¥«  1). �¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢ íâ®¬ ª« áá¥

¯®à®¦¤ îâáï á®£« á®¢ ­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

� à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ­¥ ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ á®£« -

á®¢ ­¨ï (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.1) ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢,   â®«ìª® ­¥ª®-

â®àë¥, á®¢®ªã¯­®áâì ª®â®àëå ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ A. �­®¦¥áâ¢® á®£« á®-

¢ ­¨© ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ A ¨ B ¨§ ª« áá  A ®¡®§­ ç ¥âáï, ª ª

®¡ëç­®, ç¥à¥§ A(A;B).

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ª« áá A ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

A1): �á«¨ ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ A ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã A, â® â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥

á®£« á®¢ ­¨¥ id(A) : A! A ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A(A;A).

A2): �á«¨ '1 2 A(B;A), '2 2 A(C;B), â® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨ï '1 � '2 2

A(C;A).

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á¢®©áâ¢  A1, A2 ®§­ ç îâ, çâ® A | íâ® ¯®¤ª â¥£®-

à¨ï ª â¥£®à¨¨ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å á®£« á®¢ ­¨©.

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨© ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï

â ª¦¥ á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ª« áá  A:

A3): �«ï «î¡ëå ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A ¨ B ¨§ ª« áá  A áãé¥áâ¢ã¥â

â ª®© ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ A t B, ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬áï

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¨«¨ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ ¡®à®¢ A ¨ B, ¨ â ª¨¥ á®£« á®¢ ­¨ï-

¢«®¦¥­¨ï i1 : A! A tB, i2 : B ! A tB ¨§ ª« áá  A, çâ® i1(A) [ i2(B) =

A t B ¨ i1(A) \ i2(B) = ;. �á«¨ '1 2 A(A
0; A), '2 2 A(B

0; B), â®

á®£« á®¢ ­¨¥ '1 t '2 : A
0 tB0! A tB ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A, £¤¥ ç¥à¥§ '1 t '2

®¡®§­ ç¥­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¥¥áï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ á®£« á®¢ ­¨©.

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯®¤ ª« áá®¬ K ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¯®­¨¬ ¥â-

áï ª« áá ®¯¥à æ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ K1 | K4, ¯®à®¦¤¥­­ë©

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢¨¤  '� ¨ �
'1;'2

(á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.4, 1.5), £¤¥ ';'1; '2 |

á®£« á®¢ ­¨ï ¨§ ª« áá  A.

�ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¢ ª« áá¥ ®¯¥à æ¨© K, ª®â®àë¥ ­ ¬

¯®âà¥¡ãîâáï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬.

C1): �ãáâì ' 2 A(A;B). �®£¤ 

'�(;(A1; :::; An;A)) = ;(A1; :::; An;B):

�â® á®®â­®è¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨¨ '�.
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C2): �ãáâì id(A) : A ! A | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢

 âà¨¡ãâ®¢ ¨ f 2 K(A1; :::; An;A). �®£¤  id(A)
�(f) = f .

C3): �á«¨ '1 2 A(A;B) ¨ '2 2 A(B;C), â® ('1 � '2)
� = '�2 � '

�

1:

C4): �á«¨ fi 2 K(A1; :::; An;B), ¤«ï i 2 I, | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

®¯¥à æ¨© ª« áá  K, ¨ ' 2 A(A;B), â®

'�(
[

i2I

fi) =
[

i2I

'�(fi):

�ãáâì f1; f2 2 K(A1; :::; An;B). �ã¤¥¬ ¯¨á âì, çâ® f1 � f2, ¥á«¨

f1 \ f2 = f1 ¨«¨ f1 [ f2 = f2.

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á®®â­®è¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®:

C40): �á«¨ f1; f2 2 K(A1; :::; An;B), £¤¥ f1 � f2 ¨ ' 2 A(A;B), â®

'�(f1) � '�(f2).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª f1 � f2, â® f2 = f1 [ (f2 n f1). �®£« á­®

á®®â­®è¥­¨î C4, ¨¬¥¥¬ '�(f2) = '�(f1 [ (f2 n f1)) = '�(f1) [ '
�(f2 n f1),

â® ¥áâì '�(f1) � '
�(f2).

�«¥¤ãîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï á®¤¥à¦ â ®¯¥à æ¨î �
'1;'2

2 K(A;B;C) (á¬.

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.7), £¤¥ '1 2 A(A;C) ¨ '2 2 A(B;C) ¨ ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï

('1 [ '2) : A [ B ! C á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ C.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.7 ¢ëâ¥ª îâ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  á®®â­®è¥­¨ï.

C5): �á«¨ f1 2 K(A1; :::; An;A), f2 2 K(A1; :::; An;B), '1 2 A(A;C) ¨

'2 2 A(B;C), â® '
�

1(f1 �
'1;'2

f2) � f1 ¨ '
�

2(f1 �
'1;'2

f2) � f2.

C6): �ãáâì f1; f2; '1; '2 â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ á®®â­®è¥­¨¨ C5 ¨

f 2 K(A1; :::; An; ). �®£¤ , ¥á«¨ '�1(f) � f1 ¨ '�2(f) � f2, â® f �

f1 �
'1;'2

f2.

C7): �ãáâì '1 2 A(A;C); '2 2 A(B;C) ¨ f 2 K(A1; :::; An;B). �®£¤ 

;(A1; :::; An;A) �
'1;'2

f = ;(A1; :::; An;C):

�â® à ¢¥­áâ¢® ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.4 à ¢¥­-

áâ¢  ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¯®¤áâ ­®¢ª®© «î¡ëå ®â­®è¥­¨©.

C8): �ãáâì f1; f2 2 K(A1; :::; An;A), f3 2 K(A1; :::; An;B), '1; '2 | â¥

¦¥, çâ® ¨ ¯à¥¦¤¥. �®£¤ 

(f1 [ f2) �
'1;'2

f3 = (f1 �
'1;'2

f3) [ (f2 �
'1;'2

f3):
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�â® à ¢¥­áâ¢® ¯à®¢¥àï¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ à ¢¥­áâ¢® C7.

C9): �ãáâì f 2 K(A1; :::; An;B); ' 2 A(A;B) ¨ id(B) : B ! B |

â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �®£¤ 

'�(f) �
';id(B)

f = f:

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á®£« á­® á®®â­®è¥­¨ï¬ C2 ¨ C5, ¨¬¥¥¬:

'�(f) �
';id(B)

f = id�B('
�(f) �

';id(B)

f) � f:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª '�(f) � '�(f) ¨ id
�

B(f) � f , â® ¯® á¢®©áâ¢ã C6

¨¬¥¥¬ f � '�(f) �
';id(B)

f; çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â à ¢¥­áâ¢® C9.

�ãáâì i1 : A! AtB, i2 : B ! AtB| ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¢ ª®¯à®-

¨§¢¥¤¥­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ f1 2 K(A1; :::; An;A) ¨

f2 2 K(A1; :::; An;B), â® ®¯¥à æ¨î f1 �
i1;i2

f2 ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ f1� f2

¨ ­ §ë¢ âì ¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ®¯¥à æ¨© f1 ¨ f2.

C10): �ãáâì f1 2 K(A1; :::; An;A), f2 2 K(A1; :::; An;B) ¨ '1 2 A(A
0; A),

'2 2 A(B
0; B). �¥à¥§ '1t'2 : A

0tB0! AtB ®¡®§­ ç ¥âáï ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨© '1 ¨ '2. �®£¤ 

('1 t '2)
�(f1 � f2) = '�1(f1)� '

�

2(f2):

C11): �«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® i�1(f � f) = f , £¤¥

i1 : A! A t A | ¢«®¦¥­¨¥ ®¤­®£® á« £ ¥¬®£® ¢ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ A tA.

�â¨ à ¢¥­áâ¢  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àïîâáï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.2 à -

¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®¤áâ ­®¢ª®© ¯à®¨§¢®«ì­ëå ®â­®è¥­¨©.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§ãç¥­¨î K- «£¥¡à R á ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬ ®¡à §ãîé¨å.

� â ª¨å  «£¥¡à å ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï §­ ç¥­¨© ­¥ª®â®à®©

®¯¥à æ¨¨ ®â ®¡à §ãîé¨å (á¬. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.8). �®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã

®¯¥à æ¨ï¬¨ (­ ¯à¨¬¥à C1 | C11) ¢«¥ªãâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ 

¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ K- «£¥¡àR, £¤¥ ¢¬¥áâ® ¯à®¨§¢®«ì­ëå ®¯¥à æ¨© ¡¥àãâáï

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë K- «£¥¡àë R.

� áá¬®âà¨¬ R(A) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A. �®£« á­® ®¯à¥-

¤¥«¥­¨î K- «£¥¡àë, R | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨

¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨.
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�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AtR(A) ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(A), â®

¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ¬¨­¨¬ «ì­ëå ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R(A). �á«¨ R 2 R(A),

ç¥à¥§ At(R) ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ R.

�§¢¥áâ­®, çâ® R =
S

t2At(R)

t, ¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  R(A) ¨§®¬®àä­   «£¥¡à¥

¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  AtR(A). �á«¨ j : R(A) ! R0(A) | £®¬®-

¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, (­ ¯®¬­¨¬, çâ® §¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï ¡ã«¥¢ë

 «£¥¡àë ¡¥§ ¥¤¨­¨æ, ã ª®â®àëå ¢¬¥áâ® ã­ à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¤®¯®«­¥­¨ï à á-

á¬ âà¨¢ ¥âáï ¡¨­ à­ ï ®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨) â® ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç áâ¨ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢

At(j) : AtR0(A)! AtR(A);

§ ¤ ­­®¥ ä®à¬ã«®©: At(j)(t0)
def
= t, ¥á«¨ t0 2 At(j(t)). �, ­ ®¡®à®â, ¥á«¨

At(j) : AtR0(A) ! R(A) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢, â® ®­®

¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à

j : R(A)! R0(A);

ª®â®àë© § ¤ ¥âáï á®®â­®è¥­¨¥¬ j(R)
def
= (At(j))�1(At(R)); ¤«ï «î¡®£®

R 2 R(A).

�â®¡à ¦¥­¨¥ At(j) ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

®â®¡à ¦¥­¨¥ j ¥¤¨­¨æã ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ¥¤¨­¨æã.

�â®¡à ¦¥­¨¥ At(j) | ¢«®¦¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ j ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  ¢á¥ R0(A)

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.1. �ãáâì ' : A ! B | á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢

 âà¨¡ãâ®¢, R | K- «£¥¡à  ¨ t 2 AtR(B). �®£¤  '�(t) |  â®¬ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë R(A).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª ¦¥¬, çâ® '�(t) 6= ;. �á«¨ ¡ë '�(t) = ;, â®

'�(t) �
';id(B)

t = ; �
';id(B)

t = ;, á®£« á­® á®®â­®è¥­¨î C7. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

á®®â­®è¥­¨¥ C9 ¤ ¥â: '�(t) �
';id(B)

t = t. �âáî¤ , t = ;, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãá«®¢¨î  â®¬ à­®áâ¨ t. �®ª ¦¥¬, â¥¯¥àì, çâ® '�(t) | ¬¨­¨¬ «ì­ë©

í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �ãáâì '�(t) = r1 [ r2 ¨ r1 \ r2 = ;. �®£¤ ,

¯® á¢®©áâ¢ã C9, ¨¬¥¥¬ t = '�(t) �
';id(B)

t = (r1 [ r2) �
';id(B)

t. � «¥¥, á¢®©áâ¢®

C8 ¤ ¥â à ¢¥­áâ¢® t = (r1[r2) �
';id(B)

t = (r1 �
';id(B)

t)[(r2 �
';id(B)

t). � ª ª ª t

|  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â ¢ R(B), â® t á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­¨¬ ¨§ í«¥¬¥­â®¢ ¯à ¢®©
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ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® ¢ëà ¦¥­¨ï. �ãáâì, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨, t = r1 �
';id(B)

t.

�®£¤  '�(t) = '�(r1 �
';id(B)

t), ­®, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C5, '�(r1 �
';id(B)

t) � r1.

�âáî¤ , '�(t) � r1 ¨ r2 = ;.

�â ª, ¤«ï «î¡®£® ' 2 A(A;B) ®¯¥à æ¨ï '� ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥:

'� : AtR(B)! AtR(A):

�á«¨ R 2 R(B) ¨ R 6= ;, â® R =
S

t2At(R)

t ¨, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C4,

'�(R) =
[

t2At(R)

'�(t);

  ¯® á¢®©áâ¢ã C1, '�(;) = ;. �® ¥áâì '�(R) | íâ® ®¡à § ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

At(R) � AtR(B) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ '� : AtR(B)! AtR(A):

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 5.1. � ª ª ª ®¯¥à æ¨ï '� ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ C2 ¨

C3, â® AtR ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨ £à ¬¬ã ¬­®¦¥áâ¢ ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© A, ¢

ª®â®à®© ª ¦¤®¬ã ®¡ê¥ªâã A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® AtR(A),   ª ¦¤®¬ã

¬®àä¨§¬ã ' : A ! B | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ '� : AtR(B) ! AtR(A):

�à¨ç¥¬, id(A)� : AtR(A) ! AtR(A) | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

¬­®¦¥áâ¢, ¨, ¥á«¨ '1 2 A(A;B), '2 2 A(B;C), â® ('2 � '1)
� = '�1 � '

�

2.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.2. �ãáâì '1 : A! C, '2 : B ! C | á®£« á®¢ ­¨ï

­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ â ª¨¥, çâ® '1t'2 : AtB! C | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¢á¥ C.

�ãáâì R1 2 R(A), R2 2 R(B). �®£¤  At(R1 �
'1;'2

R2) á®áâ®¨â ¢ â®ç­®áâ¨

¨§ â¥å  â®¬®¢ t 2 AtR(C), ¤«ï ª®â®àëå '�1(t) 2 At(R1) ¨ '
�

2(t) 2 At(R2).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �á«¨ t 2 At(R1 �
'1;'2

R2), â® t � R1 �
'1;'2

R2.

�§ á¢®©áâ¢ C40 ¨ C5 ¨¬¥¥¬:

'�1(t) � '�1(R1 �
'1;'2

R2) � R1; '�2(t) � '�2(R1 �
'1;'2

R2) � R2:

� ª ª ª t |  â®¬, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, '�1(t) ¨ '
�

2(t) | â ª¦¥

 â®¬ë. �âáî¤ , '�1(t) 2 At(R1) ¨ '�2(t) 2 At(R2). �¡à â­®, ¯ãáâì

t 2 AtR(C) ¨ '�1(t) 2 At(R1), '�2(t) 2 At(R2). �®£¤  '�1(t) � R1

¨ '�2(t) � R2, ¨ ¯® á¢®©áâ¢ã C6 ¯®«ãç¨¬: t � R1 �
'1;'2

R2. �âáî¤ ,

t 2 At(R1 �
'1;'2

R2).
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�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®

At(R1 �
'1;'2

R2) = ('�1)
�1(At(R1)) \ ('

�

2)
�1(At(R2)):

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 5.1. �¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ M(A) � AtR(A)

¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A 2 A ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «ì­®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬®©

¤¨ £à ¬¬ë AtR, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

1). ¥á«¨ t 2M(B) ¨ ' 2 A(A;B), â® '�(t) 2M(A);

2). ¥á«¨ t 2 AtR(B) ¨ '�(t) 2M(A), â® t 2M(B).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.3. �ãáâì AtR | ¤¨ £à ¬¬  ¬­®¦¥áâ¢, á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé ï K- «£¥¡à¥ R, ¨M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ëAtR.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤ «£¥¡à  RM � R â ª ï, çâ® AtRM(A) = M(A) ¨

RM(A) ¨§®¬®àä­  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  M(A).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®«®¦¨¬ RM(A) = fR : R 2 R(A); At(R) �

M(A)g. �ç¥¢¨¤­®, çâ® RM(A) | ¯®¤ «£¥¡à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R. �§

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.1 ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 5.1 ¨¤¥ «ì­®áâ¨ M á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨

R 2 RM(B), ' 2 A(A;B), â® '�(R) 2 RM(A). �­ «®£¨ç­®, ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ '1 2 A(A;C), '2 2 A(B;C) ¨ R1 2 RM(A),

R2 2 RM(B), â® R1 �
'1;'2

R2 2 RM(C). � ª ª ª ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ïîâáï

ª®¬¯®§¨æ¨ï¬¨ ®¯¥à æ¨© '�; �
'1;'2

¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨©, â®

RM | ¯®¤ «£¥¡à  R.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.4. �ãáâì RM |  «£¥¡à  ¯à¥¤ë¤ãé¥£®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ j : R ! RM , á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ í«¥¬¥­âã

R 2 R(A) í«¥¬¥­â R \M(A) 2 RM , ï¢«ï¥âáï K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® j : R(A) ! RM(A)

| £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � ª ª ª «î¡ ï ®¯¥à æ¨ï ¨§ ª« áá 

K ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®¯¥à æ¨© '�; �
'1;'2

¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå

®¯¥à æ¨©, â® ®áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ®

j('�(R)) = '�(j(R)) ¨ j(R1 �
'1;'2

R2) = j(R1) �
'1;'2

j(R2):

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® à ¢¥­áâ¢  à áá¬®âà¨¬ At(j('�(R)). � ª ª ª,

á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã C4, '�(R) =
S

t2At(R)

'�(t) ¨ j | £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥-

¢ëå  «£¥¡à, â® j('�(R)) =
S

t2At(R)

j('�(t)). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â®¡à ¦¥­¨ï j

¨¬¥¥¬: j('�(t)) = '�(t) \M(A).

41



� ª ª ª '�(t), á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, íâ®  â®¬, â®

At(j('�(R)) = f'�(t) : t 2 At(R) ¨ '�(t) 2M(A)g:

�®, ¥á«¨ '�(t) 2 M(A), â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨¤¥ «ì­®áâ¨ M á«¥¤ã¥â, çâ®

t 2M(B). �âáî¤ ,

At(j('�(R)) = f'�(t) : t 2 At(R) ¨ t 2 M(B)g = f'�(t) : t 2 At(j(R))g:

�ª®­ç â¥«ì­® ¨¬¥¥¬,

j('�(R)) =
[

t02At(j('�(R)))

t0 =
[

t2At(j(R))

'�(t) = '�(
[

t2At(j(R))

t) = '�(j(R)):

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ j á ®¯¥à æ¨¥© �
'1;'2

à áá¬®âà¨¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®  â®¬®¢ At(j(R1 �
'1 ;'2

R2)): �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â®¡à ¦¥­¨ï j ¨ ¨§

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®

At(j(R1 �
'1;'2

R2)) = ft : t 2 M(C); '�1(t) 2 At(R1); '
�

2(t) 2 At(R2)g:

� ª ª ª M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , â® ãá«®¢¨ï t 2 M(C) ¨ '�1(t) 2

M(A); '�2(t) 2M(B) íª¢¨¢ «¥­â­ë. �âáî¤ ,

At(j(R1 �
'1;'2

R2)) = ft : t 2 AtR(C); '
�

1(t) 2 At(j(R1)); '
�

2(t) 2 At(j(R2))g

¨ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 ¨¬¥¥¬:

j(R1 �
'1;'2

R2) = j(R1) �
'1;'2

j(R2);

çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.4.

�®«®¦¨¬ M 0(A) = AtR(A) n M(A). �ç¥¢¨¤­®, çâ®, ¥á«¨ M |

¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , â® ¨ M 0 | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.5. �®¬®¬®àä¨§¬ë jM : R !RM ¨ jM 0 : R ! RM 0

¯à¥¤áâ ¢«ïîâ K- «£¥¡àã R ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë R = RM �RM 0.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡®© í«¥¬¥­â R 2 R(A) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯ àë

(R \M(A); R \M 0(A)) = (jM (R); jM 0(R)) â ª, çâ® R = jM (R) [ jM 0(R)

¨ jM(R) \ jM 0(R) = ;. � ®¡®à®â, ¯ à¥ (RM ; RM 0) 2 (RM � RM 0)(A)

á®¯®áâ ¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â R = RM[RM 0, â ª ª ª RM 2 RM(A) � R ¨ RM 0 2
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RM 0(A) � R. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ  ¯ à  ®â®¡à ¦¥­¨© ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ

á®¡®© ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à R ¨ RM �RM 0.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.6. �á«¨ M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë

AtR, â® RM � R | ¨¤¥ «  «£¥¡àë R.

�ãáâì J � R | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AtJ (A)

¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ AtR(A), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å  â®¬®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ J (A).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.7. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¨¤¥ «  J � R

¯®¤¤¨ £à ¬¬  AtJ ¨¤¥ «ì­  ¢ AtR.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì t 2 AtJ (B), â® ¥áâì t| â®¬ ¨ t 2 J (B).

�®£¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1, '�(t) 2 J (A), â ª ª ª à ¢¥­áâ¢® C1

¤ ¥â '�(;) = ;. �âáî¤ , ¥á«¨ t 2 AtJ (B), â® '�(t) 2 AtJ (A). �ãáâì,

â¥¯¥àì, '�(t) 2 AtJ (A), â® ¥áâì '�(t) 2 J (A) ¨ '�(t) |  â®¬. �§

à ¢¥­áâ¢  C9 á«¥¤ã¥â, çâ® '�(t) �
';id(B)

t = t. � ª ª ª á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã

C7 ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ ; �
';id(B)

t = ;, â® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.1 á«¥¤ã¥â,

çâ® t = '�(t) �
';id(B)

t 2 J (B).

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.6 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.7 ¤ îâ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥â-

áâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¨¤¥ « ¬¨ K- «£¥¡àë R ¨ ¨¤¥ «ì­ë¬¨ ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¬¨ ¤¨ -

£à ¬¬ë AtR.

�ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à . �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 5.1 «¥£ª® ¢ë¢®-

¤¨âáï, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ -

£à ¬¬ë AtR| ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢ 

¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¨ à §­®áâì ¤¢ãå ¨¤¥-

 «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ . �® ¥áâì á®¢®ªã¯­®áâì

¢á¥å ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬¬ë AtR ®¡à §ãîâ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã

 «£¥¡àã.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.8. �ãáâì R1 2 R(A1); :::; Rn 2 R(An) | ¬­®¦¥áâ¢®

®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë R; M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë

AtR â ª ï, çâ® M(Ai) \ At(Ri) = ;, ¤«ï i = 1; :::; n. �®£¤  M = ;.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.5, K- «£¥¡à  R

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ R = RM �RM 0, £¤¥ M 0 | ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ª M

¤¨ £à ¬¬ . �§ á«¥¤áâ¢¨ï 5.6 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® RM 0 � R| ¨¤¥ « K- «£¥¡àë

R. �® ãá«®¢¨î RM 0 á®¤¥à¦¨â ®¡à §ãîé¨¥ Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. �âáî¤ ,

RM 0 = R ¨ M = ;.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.9. �ãáâì R1 2 R(A1); :::; Rn 2 R(An) | ¬­®¦¥áâ¢®

®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë R; M1 ¨ M2 ¨¤¥ «ì­ë¥ ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë AtR.
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�®£¤ , ¥á«¨ M1(Ai) \Ri =M2(Ai) \Ri, ¤«ï i = 1; :::; n, â® M1 =M2.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ã¦­® à áá¬®âà¥âì á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî à §­®áâì M1

¨ M2 ¨ ¯à¨¬¥­¨âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.8

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.10. �î¡®© ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R á n ®¡à §ãîé¨¬¨

¯®à®¦¤ ¥âáï n í«¥¬¥­â ¬¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì J � R | ¨¤¥ « ¨ Ri 2 R(Ai); i = 1; :::; n |

®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.7 ¯®¤¤¨ £à ¬¬  AtJ

¨¤¥ «ì­  ¢ AtR. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « J [J1; :::Jn], ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â ¬¨

Ji = AtJ (Ai) \ Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª ª ª Ji 2 J , â® J [J1; :::Jn] � J .

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨¬¥­ïï á«¥¤áâ¢¨¥ 5.9, ¯®«ãç¨¬ AtJ [J1; :::Jn] = AtJ .

�âáî¤ , J [J1; :::Jn] = J .

� áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã JR ¢á¥å ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬-

¬ë AtR. �¥à¥§ SpecR ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®© JR.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 5.2. K- «£¥¡à  R ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬®©, ¥á«¨

®­  ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¢®¨å ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à, â®

¥áâì R 6= R1 �R2, £¤¥ R1 6= ; ¨ R2 6= ;.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 5.7 ¨ 5.5 á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K-

 «£¥¡à , â® ¢ ­¥© ­¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢.

�«ï ¨§ãç¥­¨ï áâà®¥­¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥-

¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥.

�ãáâì R 2 R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â K- «£¥¡àë R. �«ï ª ¦¤®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A 2 A à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® NR(A) = fR1 : R1 2

R(A) ¨ R �R1 = ;g.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.11. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  R 2 R(C) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

NR(A), £¤¥ A 2 A, ®¡à §ãîâ ¨¤¥ « NR ¢ K- «£¥¡à¥ R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 NR(A); ¤«ï i 2 I. � áá¬®âà¨¬

¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ í«¥¬¥­â  R � (
S
i2I

Ri). �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.2,

t |  â®¬ R � (
S
i2I

Ri) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  i�1(t) 2 At(R) ¨

i�2(t) 2 At(
S
i2I

Ri), £¤¥ i1 : C ! C t A, i2 : A ! C t A. � ª

ª ª At(
S
i2I

Ri) =
S
i2I

At(Ri), â® i�2(t) 2 At(Ri), ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i 2 I.

�®£¤  ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ® t 2 At(R� Ri), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãá«®¢¨î R � Ri = ;. �âáî¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® R � (
S
i2I

Ri) = ;

¨«¨
S
i2I

Ri 2 NR(A). �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®
T
i2I

Ri 2 NR(A) ¨
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R1 n R2 2 NR(A), ¥á«¨ R1; R2 2 NR(A). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ R1 2 NR(A)

¨ R0 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â R(A), â® R1 \ R0 2 NR(A). � ª¨¬

®¡à §®¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® NR(A) | ¨¤¥ « ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(A). �«ï

§ ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® At(NR(A)) | ¨¤¥ «ì­ ï

¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë AtR ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 5.6. �ãáâì

' 2 A(A;B) ¨ t 2 At(NR(B)). � áá¬®âà¨¬ R�'
�(t). �®£« á­® à ¢¥­áâ¢ ¬

C10 ¨ C1 ¨¬¥¥¬, R � '�(t) = (id(C) [ ')�(R � t) = (id(C) [ ')�(;) = ;.

�® ¥áâì '�(t) 2 At(NR(A)). �ãáâì, â¥¯¥àì, t 2 AtR(B) ¨ '�(t) 2

At(NR(A)). � áá¬®âà¨¬ (id(C) [ ')�(R � t). �à¨¬¥­ïï à ¢¥­áâ¢® C10,

¯®«ãç¨¬ (id(C) [ ')�(R � t) = R � '�(t) = ;. �âáî¤ , R� t = ;, â ª ª ª,

¥á«¨ ¡ëR�t ¡ë«® ­¥¯ãáâ®, â® ¨ (id(C)[')�(R�t) =
S

t02At(R�t)

(id(C)[')�(t0)

¡ë«® ¡ë ­¥¯ãáâ®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, At(NR) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥­¨î 5.1

¨¤¥ «ì­®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.12. K- «£¥¡à  R ­¥¯à¨¢®¤¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R1 ¨ R2 2 R â ª¨å, çâ®

¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ R1 �R2 = ;.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  ¨ R1

| ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥¯ãáâ®© ¥¥ í«¥¬¥­â. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « NR1
� R. � ª

ª ª á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã C11 i�1(R1 � R1) = R1 ­¥¯ãáâ®, â® R1 � R1 6= ;.

�âáî¤ , R1 62 NR1
. � ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© K- «£¥¡à¥ R ­¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢

¨ NR1
6= R, ¯®íâ®¬ã NR1

= ;. �® ¥áâì R1 �R2 6= ; ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå

í«¥¬¥­â®¢ R1 ¨ R2.

�¡à â­®, ¯ãáâì R|¯à¨¢®¤¨¬ , â® ¥áâìR = R0�R00 ¨R0 6= ; ¨R00 6= ;.

�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯ãáâë¥ í«¥¬¥­âë R0 2 R0 ¨ R00 2 R00. � áá¬®âà¨¬

í«¥¬¥­âë R = R0 �R00 ¢¨¤  R1 = (R0; ;) ¨ R2 = (;; R00). �­¨ ­¥¯ãáâë ¨

R1 �R2 = (R1; ;)�R2(;; R2) = (R1 � ;; ; �R2) = ;:

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.13. �®¤ «£¥¡à  R1 � R ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© K- «£¥¡àë

R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ .

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.14. K- «£¥¡à  ­¥¯à¨¢®¤¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R1; R2 2 R ¨¬¥¥âáï à ¢¥­áâ¢®

i�1(R1�R2) = R1, £¤¥ i1 | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå

í«¥¬¥­â®¢ R1; R2 2 R ¨¬¥¥âáï à ¢¥­áâ¢® i�1(R1 � R2) = R1 6= ;, â® ¨

R1 � R2 6= ;, â® ¥áâì ¢ R ­¥â ¤¥«¨â¥«¥© ¯ãáâ®£® í«¥¬¥­â . �®£¤  ¨§
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ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.12 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ . �¡à â­®, ¯ãáâì R

­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ R1; R2 2 R| ­¥¯ãáâë¥ ¥¥ í«¥¬¥­âë. �®ª ¦¥¬, çâ® í«¥¬¥­â

(R1ni
�

1(R1�R2))�R2 = ;. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª (R1ni
�

1(R1�R2))�R2 �

R1 �R2, â®, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C4
0, ¨¬¥¥¬:

i�1[(R1 n i
�

1(R1 �R2))�R2] � i
�

1(R1 �R2):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§ á¢®©áâ¢  C5 á«¥¤ã¥â, çâ®

i�1[(R1 n i
�

1(R1 �R2))�R2] � R1 n i
�

1(R1 �R2):

�âáî¤  i�1[(R1 n i
�

1(R1 � R2)) � R2] = ; ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, (R1 n i
�

1(R1 �

R2))�R2 = ;. � ª ª ª R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â® á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.12,

¢ ­¥© ­¥â ¤¥«¨â¥«¥© ¯ãáâ®£® í«¥¬¥­â , ¯®íâ®¬ã R1 n i
�

1(R1 �R2) = ;. � ª

ª ª i�1(R1 �R2) � R1, â® i
�

1(R1 �R2) = R1.

� ¥ ® à ¥ ¬   5.15. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å. �®£¤  R ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à R =
L

s2SpecR

Rs ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã SpecR |  â®¬®¢

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬¬ë AtR. �á«¨ j : R !

R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ç áâ¨ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥

j : SpecR0! SpecR

¨ ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢-¢«®¦¥­¨©

js0 : Rj(s0) ! R
0

s0;

¤«ï ¢á¥å s0 2 SpecR0, ¤«ï ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ j â ª, çâ®

j(R) = j(
L

s2SpecR

Rs) =
L

s02SpecR0

js0(Rj(s0)), £¤¥ R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ -

£à ¬¬ J (R) ¤¨ £à ¬¬ë AtR. �ãáâì SpecR | ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë J (R). �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë s 2 SpecR  «£¥¡à  Rs

­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 5.7 ¨

5.5, ¯®¤¤¨ £à ¬¬  s ­¥ ï¢«ï« áì ¡ë  â®¬®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë J (R).

� ª ª ª AtR =
S

s2SpecR

s, â® «î¡®© í«¥¬¥­â R 2 R(A) ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬

®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ R =
S

s2SpecR

Rs, £¤¥ Rs 2 Rs(A) ¨ ®¯à¥¤¥-
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«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ Rs = R\s(A). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ í«¥¬¥­â ¬¨

R =
S

s2SpecR

Rs ¢ë¯®«­ïîâáï ¯®ª®®à¤¨­ â­®. �âáî¤  R =
L

s2SpecR

Rs

�ãáâì j : R ! R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à. �®£¤  R =
L

s2SpecR

Rs ¨

R0 =
L

s02SpecR0

R0s0 . �«ï ª ¦¤®© ¯ àë í«¥¬¥­â®¢ s 2 SpecR ¨ s0 2 SpecR0

à áá¬®âà¨¬ áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

is;s0 : Rs � R
j
!R

0
! R

0

s0;

£¤¥ ªà ©­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë | íâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¨ ¯à®¥ªæ¨¨

¯àï¬®© áã¬¬ë. � ª ª ªRs | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  ¨ ¢ ­¥© ­¥â ¨¤¥ «®¢,

â® is;s0 | «¨¡® ¢«®¦¥­¨¥, «¨¡® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ ¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R0s.

�ãáâì s1 6= s2 2 SpecR. �®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  s
0 2 SpecR0

®¡  £®¬®¬®àä¨§¬  is1;s0 ¨ is2;s0 ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢«®¦¥­¨ï¬¨. �«ï íâ®£®

à áá¬®âà¨¬ áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

is1s2;s0 : Rs1 �Rs2 � R
j
! R

0
! R

0

s0 ;

£¤¥ ªà ©­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¨ ¯à®¥ªæ¨ï ¯àï¬®©

áã¬¬ë. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  is1s2;s0 ­  Rs1 ¨ Rs2

á®¢¯ ¤ ¥â, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, á is1s0 ¨ is2s0. �®§ì¬¥¬ ­¥¯ãáâë¥ í«¥¬¥­âë ¢¨¤ 

(R1; ;) ¨ (;; R2) ¨§ Rs1 �Rs2 , £¤¥ R1 2 Rs1 R2 2 Rs2. � ª ª ª ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ (R1; ;) � (;; R2) = (R1 � ;; ; � R2) = ;, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

®¡à §®¢ í«¥¬¥­â®¢ (R1; ;), (;; R2) ¯à¨ £®¬®¬®àä¨§¬¥ is1s2;s0 ¯ãáâ®, â® ¥áâì

is1s2 ;s0(R1; ;)� is1s2;s0(;; R2) = is1s2 ;s0((R1; ;)� (;; R2)) = ;:

�§ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ R0s0 á«¥¤ã¥â (ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.12), çâ® ®¤¨­ ¨§ í«¥¬¥­â®¢

is1s2;s0(R1; ;) ¨«¨ is1s2;s0(;; R2) ¯ãáâ. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

is1s2;s0(R1; ;) = ;. �âáî¤ , is1;s0(R1; ;) = ;, â® ¥áâì is1;s0 | ­¥ ¢«®¦¥­¨¥.

�®«®¦¨¬ j(s0) = s, ¥á«¨ is1;s0 | ¢«®¦¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, j |

ç áâ¨ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �à®¬¥ â®£®, ¯®«®¦¨¬ js0 = is1;s0 , ¤«ï s = j(s0).

�â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.
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6 �¯¨á ­¨¥ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨-

¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à

�® â¥®à¥¬¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥«  ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à  á ª®-

­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï-

¬®© áã¬¬ë ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®íâ®¬ã, çâ®¡ë § ¢¥àè¨âì

®¯¨á ­¨¥ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ­ã¦­® ¤ âì ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ï-

æ¨®­­ëå  «£¥¡à.

� ¥ ® à ¥ ¬   6.1. �á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ R !

D, £¤¥ D | K- «£¥¡à  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© (á¬. ¯à¨¬¥à 2.1).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n |

®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àëR. � áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤­ãî K- «£¥¡àã K[A1; :::; An]

¨ £®¬®¬®àä¨§¬ j : K[A1; :::; An] ! R, ª®â®àë© ¯¥à¥¢®¤¨â ®¡à §ãîé¨¥ Ai

¢ Ri, â® ¥áâì j(Ai) = Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. �®£¤ , â ª ª ª j | £®¬®¬®àä¨§¬

­  ¢áî  «£¥¡àã, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 5.7 ¨ 5.5, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®:

K[A1; :::; An] = j�1(;)�R:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® R ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ K[A1; :::; An].

�ãáâì R 2 R(A) � K[A1; :::; An] | ­¥¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R. �®£« á­®

¯®áâà®¥­¨î á¢®¡®¤­®© K- «£¥¡àë K[A1; :::; An] ¥¥ í«¥¬¥­â R ¯à¥¤áâ ¢«ï-

¥âáï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¥© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ f 2 K(A1; :::; An;A). � ª ª ª

¯® ¯®áâà®¥­¨î f | ­¥¯ãáâ ï ®¯¥à æ¨ï, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î à ¢¥­áâ¢  ®¯¥-

à æ¨© áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ®â­®è¥­¨ï, çâ® ri 2 D(Ai), çâ®

f(r1; :::; rn) 6= ;.

� áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ (r1; :::; rn) : K[A1; :::; An] ! D, ¯¥à¥¢®¤ïé¨©

®¡à §ãîé¨¥ Ai  «£¥¡àë K[A1; :::; An] ¢ ri, i = 1; :::; n. �â®â £®¬®¬®àä¨§¬

¯¥à¥¢®¤¨â í«¥¬¥­â R 2 R � K[A1; :::; An], á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© f , ¢ ­¥¯ãáâ®©

í«¥¬¥­â K- «£¥¡àë D. �®íâ®¬ã ®£à ­¨ç¥­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  (r1; :::; rn) ­ 

R | ¢«®¦¥­¨¥, â ª ª ª R ­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ ­¥ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢.

�â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.

� ¬¥â¨¬, çâ®, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨ï¬ 5.13 ¨ 5.14, ª ¦¤ ï ¯®¤ «£¥¡à 

 «£¥¡àë à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ­¥¯à¨¢®¤¨¬ . �®íâ®¬ã ¯® â¥®à¥¬¥ 5.1,

çâ®¡ë ®¯¨á âì ¢á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, ­ã¦­® ®¯¨á âì ¢á¥

à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë D.
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� «¥¥ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ® ¯®¤ «£¥¡à  R á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­¨æë

 «£¥¡àë D. �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥ á¨«ì­® ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡é­®áâì, â ª ª ª

¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¢§ïâì

í«¥¬¥­âë, ¢å®¤ïé¨¥ å®âï ¡ë ¢ ®¤­® ¨§ ®â­®è¥­¨©  «£¥¡àë R, â® ãá«®¢¨¥

¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­®.

�«ï ­ ç «  à áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨©, ¢¢¥¤¥­­ãî ¢

à §¤¥«¥ 1, ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A ¡¥§ ãá«®¢¨ï ª®­¥ç­®áâ¨

í«¥¬¥­â®¢ ¢ ­ ¡®à å. �¥à¥§ D, ª ª ¨ à ­ìè¥, ®¡®§­ ç ¥âáï à §ê¥¤¨­¥­­®¥

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨© ¢á¥å â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥

ª ª ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ  A, ª®­¥ç­®£® ¨«¨

¡¥áª®­¥ç­®£®, ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â­®è¥­¨© D(A) á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ A(A;D),

£¤¥ A(A;D) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© (á®£« á®¢ ­¨©) ¨§ ­ ¡®à 

 âà¨¡ãâ®¢ A ¢ D, á®åà ­ïîé¨¥ â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢.

�ãáâì R | à¥«ïæ¨®­­ ï ¯®¤ «£¥¡à  ¢ D. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï

ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R(A) � D(A) ï¢«ï¥âáï ¯®«­®©

¡ã«¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à®©, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® á®£« á®¢ ­¨ï  âà¨¡ãâ®¢ ' : B ! A ¨

¯à®¨§¢®«ì­ëå ®â­®è¥­¨© R 2 R(A) ¨ R0 2 R(B) ®â­®è¥­¨ï '�(R) 2 R(B)

¨ '�(R
0) 2 R(A).

� áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R(D). �­  ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©

D(D), ª®â®à ï, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¢á¥å

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  A(D;D). � ª ª ª R(D) á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­¨æã E(D)

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë D(D) ¨ ¢ ­¥© ®¯à¥¤¥«¥­  ®¯¥à æ¨ï ¡¥áª®­¥ç­®£® ¯¥à¥á¥-

ç¥­¨ï, â® áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¨¬¥­ìè¨© í«¥¬¥­â H 2 R(D), á®¤¥à¦ é¨© â®¦¤¥-

áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ id(D) 2 A(D;D).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.2. �®¤¬­®¦¥áâ¢® H � A(D;D) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©

®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®¤¬­®¦¥áâ¢® H ¯® ¯®áâà®¥­¨î á®¤¥à¦¨â

¥¤¨­¨æã id(D) 2 H. �ãáâì h 2 H � A(D;D) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

¬­®¦¥áâ¢  H. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ h�(H). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨

h�, ®â­®è¥­¨¥ h�(H) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  h1 � h, £¤¥ h1 2

H, â® ¥áâì h�(H) = H � h (§­ ª®¬ � ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

®â®¡à ¦¥­¨©). � ç áâ­®áâ¨, í«¥¬¥­â h = id(D) � h 2 h�(H). � ª¨¬

®¡à §®¬, h�(H) ¨ H ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. � ª ª ª H |  â®¬

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(D), â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, h�(H) |  â®¬ ¨

H = h�(H). �â ª ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® h 2 H ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

H = H �h, â® ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ H � A(D;D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
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H ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® h 2 H ­ ©¤¥âáï h�1 2 H, çâ® h�1 � h = id(D).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.3. �«ï «î¡®£®  â®¬  R ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

R(A) áãé¥áâ¢ã¥â á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : A ! D â ª®¥, çâ®

R = '�(H).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª R | ¯®¤ «£¥¡à  D, â® í«¥¬¥­â

R 2 R(A) | íâ® ­¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R � A(A;D). �«¥¬¥­â

R ­¥¯ãáâ®©, ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : A ! D,

¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ R. � áá¬®âà¨¬ '�(H). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨ '�

¬­®¦¥áâ¢® (®â­®è¥­¨¥) '�(H) = H � ' á®áâ®¨â ¨§ ®â®¡à ¦¥­¨© ­ ¡®à 

A ¢ D, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ' ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©

h 2 H. � ç áâ­®áâ¨, í«¥¬¥­â ' = id(D) � ' 2 '�(H). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

R ¨ '�(H) ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. � ª ª ª R ¨ '�(H) |  â®¬ë, â®

R = '�(H).

�¥à¥©¤¥¬ ª ¤àã£®¬ã ¯®áâà®¥­¨î â®© ¦¥ £àã¯¯ë H.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à -

¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D)

®¡à §ã¥â £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,

çâ® ®â­®è¥­¨¥ R á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D), ¥á«¨ ®â­®è¥­¨¥ R

­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯®á«¥ § ¬¥­ë §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®â®¡à ¦¥-

­¨ï h, â® ¥áâì h �R = R, £¤¥ ç¥à¥§ �, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ R � A(A;D) ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 D.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.4. �ãáâì Ri 2 D(A), ¤«ï i 2 I, |

­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®â­®è¥­¨©, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D).

�®£¤  ®â­®è¥­¨ï
S
i2I

Ri,
T
i2I

Ri, Ri nRj á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h. �á«¨

' : B ! A ¨  : A! C | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ á®£« á®¢ ­¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢,

â® ®â­®è¥­¨ï '�(Ri) ¨  �(Ri) â ª¦¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ®ç¥¢¨¤­®.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ SfRigi2I ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D),

®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®è¥­¨ï Ri, ¯à¨ i 2 I. �ç¥¢¨¤­®,

çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© SfRigi2I ®¡à §ã¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï

­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ¤ ­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®â­®è¥­¨©.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.4 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 6.5. �á«¨ R � D | ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© ¨

Ri, ¯à¨ i 2 I, | ¥¥ ®¡à §ãîé¨¥, â® «î¡®¥ ®â­®è¥­¨¥ R 2 R á¨¬¬¥âà¨ç­®

®â­®á¨â¥«ì­® ¢áïª®£® h 2 SfRigi2I .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.6. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© à¥«ïæ¨®­­®© ¯®¤ «£¥¡àë
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R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© £àã¯¯  H ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.2 á®¢¯ ¤ ¥â á £àã¯¯®©

á¨¬¬¥âà¨¨ S(R) = SfRigi2I, £¤¥ Ri; i 2 I, | ®¡à §ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª ¦¥¬, çâ® S(R) � H. � ª ª ª H 2 R,

â® ®â­®è¥­¨¥ H, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 6.5, á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¢á¥å

h 2 S(R), â® ¥áâì H = h � H ¤«ï ¢á¥å h 2 S(R). � ª ª ª H á®¤¥à¦¨â

â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ id(D), â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® h 2 H ¤«ï ¢á¥å

h 2 S(R), â® ¥áâì S(R) � H. �¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¢ª«îç¥­¨ï

H � S(R). �ãáâì h 2 H | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â. � ª ª ª H |

£àã¯¯  ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨, â® ®ç¥¢¨¤­®, çâ® H = h�H, â®

¥áâì ®â­®è¥­¨¥ H á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î

6.3 «î¡®¥ ®â­®è¥­¨¥ R 2 R ¯®«ãç ¥âáï ¨§ H á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨©

'� ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨©. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.4, ®â­®è¥­¨¥ R

á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 H. � ª ª ª ®â­®è¥­¨¥ R 2 R | «î¡®¥, â®

h 2 S(R), çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ª«îç¥­¨ï H � S(R).

� ¥ ® à ¥ ¬   6.7. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

D ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A (¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨å ª®­¥ç­®áâ¨)

­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ H � S(D)

£àã¯¯ë ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D, á®-

åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢. �®¤ «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯  H

¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­® ª ¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥

¯®¤ «£¥¡àë R. �®¤£àã¯¯¥ H á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à  R, á®áâ®ïé ï ¨§

¢á¥å ®â­®è¥­¨© á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë H.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R � D | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤ «£¥-

¡à . �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.2, ¥© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤£àã¯¯  H � S(D).

� ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.3, ¯®¤£àã¯¯  H, à áá¬®âà¥­­ ï ª ª ®â-

­®è¥­¨¥ H 2 R(D), ï¢«ï¥âáï  â®¬ à­®© ®¡à §ãîé¥© ¯®¤ «£¥¡àë R, â®

à §­ë¬ ¯®¤ «£¥¡à ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë. �ãáâì H � S(D)

| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤£àã¯¯ . �© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤ «£¥¡à  R, ¯®à®¦¤¥­-

­ ï ®â­®è¥­¨¥¬ H 2 D(D). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ã â ª®© ¯®¤ «£¥¡àë £àã¯¯ 

á¨¬¬¥âà¨¨ S(R) = SfHg = H ¨, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.6, H ï¢«ï¥âáï

 â®¬ à­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ¯®áâà®¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë R. �®íâ®¬ã à §­ë¬ ¯®¤-

£àã¯¯ ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë. �â®à®¥ ¨ âà¥âì¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

â¥®à¥¬ë á«¥¤ãîâ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 6.6 ¨ 6.5.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 6.1. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 6.7 ¢¨¤­®, çâ® âà¥¡®-

¢ ­¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¬®é-

­®áâ¨ ¬®¦­® ®á« ¡¨âì âà¥¡®¢ ­¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à ¬¨

 âà¨¡ãâ®¢ ¬®é­®áâ¨, ­¥ ¯à¥¢ëè îé¨¬¨ ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  D.
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� ¥ ® à ¥ ¬   6.8. �ãáâì R � D ¨ R0 � D0 | ¯®«­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë

 «£¥¡à ®â­®è¥­¨© á ®¡« áâï¬¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, D ¨

D0, ¨ j : R ! R0 | ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®£¤  ­ ©¤¥âáï

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D ! D0 ®¡« áâ¨ D ­  ®¡« áâì D0,

á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢, â ª®¥, çâ® H = g�1 � H 0 � g, £¤¥ H ¨ H 0

| ¯®¤£àã¯¯ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡à ¬ R ¨ R0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï

«î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ®â­®è¥­¨¥ j(R) 2 R0 ¨¬¥¥â

¢¨¤: j(R) = g �R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì H 2 R ¨ H 0 2 R0 | £àã¯¯ë,

®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ 6.2. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ j(H). � ª ª ª j

| ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, â® ®­ ¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â

H 2 R(D) ¢ ­¥ª®â®àë©  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â j(H) ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R0(D).

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.3, â®£¤  ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D !

D, çâ® j(H) = g�(H 0). �­ «®£¨ç­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨ ­ ©¤¥âáï â ª®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ g1 : D
0 ! D, çâ® j�1(H 0) = g�1(H), £¤¥ j

�1 | £®¬®¬®àä¨§¬

 «£¥¡àë R0 ¢ R, ®¡à â­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ã j. �®ª ¦¥¬, á­ ç « , çâ® g

| ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ à ¢¥­áâ¢®

H = j�1(j(H)) = j�1(g�(H 0)). � ª ª ª j�1 | £®¬®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë, â®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î £®¬®¬®àä¨§¬ , ®­ ª®¬¬ãâ¨àã¥â á ®¯¥à æ¨¥©

g�, ¨ ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ H = g�(j�1(H 0)). �ç¨âë¢ ï,

çâ® j�1(H 0) = g�1(H), ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® H = g�(g�1(H)), ¨§ ª®â®à®£®, ¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨© g� ¨ g�1, á«¥¤ã¥â, çâ® H = (H � g1)� g. � ç áâ­®áâ¨,

¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®: id(D) = (h�g1)�g, â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g ¨¬¥¥â ®¡à â­®¥

á«¥¢ . �á«¨  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ à áá¬®âà¥âì à ¢¥­áâ¢® H 0 = j(j�1(H 0)),

â® ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® H 0 = (H 0 � g) � g1, ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®

h1 = (id(D0)�g)�g1, £¤¥ h1 2 H
0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡à â¨¬. �¬­®¦¨¬ ®¡¥

ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ­  h�11 á¯à ¢ . �®«ãç¨¬, id(D0) = g�(g1�h
�1
1 ),

â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g ¨¬¥¥â ®¡à â­®¥ á¯à ¢ . �âáî¤  áâ ­¤ àâ­ë¬

®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® g | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ª«îç¥­¨ï g�1 �H 0 �g � H à áá¬®âà¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥

(g�1 � h2 � g)
�(g�(H 0)), £¤¥ h2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë H 0. �®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨© (g�1 � h2 � g)
� ¨ g�, ¨¬¥¥¬: (g�1 � h2 � g)

�(g�(H 0)) =

H 0 � g � (g�1 � h2 � g) = H 0 � g = g�(H 0), £¤¥ ¢â®à®¥ à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â

¨§  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ à ¢¥­áâ¢ g � g�1 = id(D),

H 0 � h2 = H 0. �â ª, ¤®ª § ­®, çâ® ®¯¥à æ¨ï (g�1 � h2 � g)
� ®áâ ¢«ï¥â

®â­®è¥­¨¥ g�(H 0) = j(H) ­¥¨§¬¥­­ë¬. � ª ª ª j | ¨§®¬®àä¨§¬, íâ®

§­ ç¨â, çâ® ®¯¥à æ¨ï (g�1 � h2 � g)
� ®áâ ¢«ï¥â ­¥¨§¬¥­­ë¬ ¨ ®â­®è¥­¨¥

52



H. �® ¥áâì (g�1�h2�g)
�(H) = H ¨«¨, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à æ¨¨,

H � (g�1 � h2 � g) = H. � ª ª ª £àã¯¯  H á®¤¥à¦¨â â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥, â® ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢®§¬®¦­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

g�1 � h2 � g 2 H. �ç¨âë¢ ï, çâ® h2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë H 0,

¯®«ãç ¥¬ ¢ª«îç¥­¨¥ g�1 �H 0 � g � H.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ª«îç¥­¨ï g�1�H 0�g � H ¯à®¢®¤ïâáï  ­ «®£¨ç­ë¥

à ááã¦¤¥­¨ï, £¤¥ ¢¬¥áâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï g à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

g1 : D0
! D. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï ¢ª«îç¥­¨¥ g�11 � H � g1 �

H 0. � ­¥¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ à ¢¥­áâ¢® id(D) = (h � g1) � g, £¤¥ h 2 H.

�âáî¤  ¢ëà ¦ ¥âáï g1 = h�1 � g�1. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ¯®á«¥¤­¥¥

¯®«ãç¥­­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ á®®â­®è¥­¨¥ g � h � H � h�1 � g�1 � H 0.

�¬­®¦¨¬ íâ® á®®â­®è¥­¨¥ á«¥¢  ­  g�1 ¨ á¯à ¢  ­  g. �ç¨âë¢ ï, çâ® h

¯à¨­ ¤«¥¦¨â H, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ª«îç¥­¨¥.

�§ ¤®ª § ­­ëå ¤¢ãå á®®â­®è¥­¨© g�1 �H 0 � g � H ¨ g�1 �H 0 � g � H

á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® g�1 �H 0 � g = H.

�®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥

R 7! g � R ¤«ï «î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬,

£®¬®¬®àä¨§¬®¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ª®£¤  g : D ! D0 | ¢§ ¨¬­®

®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª íâ®â £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ j,

¯¥à¥¢®¤ïâ ®¡à §ãîéãî H  «£¥¡àë R ¢ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥­â j(H) =

g�(H 0) = (g �H � g�1) � g = g �H, â® ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§ãç¥­¨î ¯®¤ «£¥¡à R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© ­ ¤ ª -

â¥£®à¨¥© AT ª®­¥ç­ëå ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢. �à¨ íâ®¬ ®¡« áâì §­ ç¥­¨©

 âà¨¡ãâ®¢ D =
`
t2T

Dt ¬®¦¥â ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­®©.

� ª ª ª ª â¥£®à¨ï AT ï¢«ï¥âáï ¯®¤ª â¥£®à¨¥© ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢
�AT , â¨¯¨§¨à®¢ ­­ëå ¬­®¦¥áâ¢®¬ T , â® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ ç âì ¨§ãç¥­¨¥ ¯®¤ «-

£¥¡àë R á ¨§ãç¥­¨ï ­ ¨¬¥­ìè¥© ¯®¤ «£¥¡àë �R � �D, á®¤¥à¦ é¥© í«¥¬¥­âë

R, £¤¥ �D|  «£¥¡à  ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�«£¥¡à  �R ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¯®«­¥­¨¥¬  «£¥¡àë R §  áç¥â ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â-

­®è¥­¨ï¬¨ á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®© ¯®¤ «£¥¡àë
�R � �D â ª®¥ ¯®¯®«­¥­¨¥ �R áãé¥áâ¢ã¥â, ª ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à ¢
�D, á®¤¥à¦ é¨å R.

�­â¥à¥á­ë¬ ¨ ¢ ¦­ë¬ ¢®¯à®á®¬ ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, çâ® ¯à¨ â ª®¬

¯®¯®«­¥­¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â á ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ R(A) ¤«ï ª®­¥ç­ëå ­ ¡®à®¢  âà¨-

¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® R(A) � �R(A). �®«¥¥ â®£®, ª ¦¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬,

çâ® R(A) = �R(A). �¤­ ª®,  ¢â®àã ã¤ «®áì ¤®ª § âì íâ® à ¢¥­áâ¢® «¨èì
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¯à¨ ãá«®¢¨¨ áç¥â­®áâ¨ ¨«¨ ª®­¥ç­®áâ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D.

�ãáâì R � D | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤ «£¥¡à  à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ®â-

­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢  eL : L � D ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ à áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R(L), ª®â®à ï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© ¡ã-

«¥¢®©  «£¥¡àë ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  �A(L;D). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

H(L) ­ ¨¬¥­ìè¨© í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L), á®¤¥à¦ é¨© ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ eL : L! D.

�¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L), £¤¥ L| «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®-

¦¥áâ¢® D, ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ £àã¯¯ë H ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.2 ¤«ï ¯®¤ «£¥¡à

®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h1 ¨ h2
¯à¨­ ¤«¥¦ â H ¨ ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h2 á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

®â®¡à ¦¥­¨ï h1, â® ç¥à¥§ h1 � h2 ®¡®§­ ç ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.9. �¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L) ®¡« ¤ ¥â

á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  eL : L � D ¬­®¦¥áâ¢® H(L)

ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  �AT (L;D), á®¤¥à¦ é¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

eL;

¥á«¨ h1 : L1 ! L2 � D | í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢  H(L1), â® h
�

1(H(L2)) =

H(L2) � h1 = H(L1).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥à¢®¥ á¢®©áâ¢®, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ ¢

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨, á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï H(L). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£®

¢â®à®£® á¢®©áâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î H(Li) | íâ®  â®¬ë ¡ã«¥-

¢ëå  «£¥¡à R(Li). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ®¯¥à æ¨ï h�1 ¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ë ¡ã-

«¥¢®©  «£¥¡àë R(L2) ¢  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

h�1(H(L2)) ¨ H(L1) |  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L1), ­® ®­¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨©

í«¥¬¥­â h1,   ¯®â®¬ã á®¢¯ ¤ îâ.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 6.10. �á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨©

H ï¢«ïîâáï ¢«®¦¥­¨ï¬¨. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ h 2 H(L) ¨ L1 � D |

®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h, â® ­ ©¤¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ h1 2 H(L1) â ª®¥, çâ®

ª®¬¯®§¨æ¨ï h1 � h = eL. �«ï ¢áïª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 H(L) ¨ «î¡®£®

ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  L2 � D, á®¤¥à¦ é¥£® L, áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

h2 2 H(L2), ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï h. �á«¨ h0 ¨ h00 |

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë H â ª¨¥, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï h00 � h0 ®¯à¥¤¥«¥­ , â®

h00 � h0 ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¨áâ¥¬¥ ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® á¢®©áâ¢ á¨-
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áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 6.9.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.3 ¤«ï à¥«ï-

æ¨®­­ëå  «£¥¡à á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.11. �«ï «î¡®£®  â®¬ à­®£® í«¥¬¥­â  R 2

R(A) à¥«ïæ¨®­­®© ¯®¤ «£¥¡àë R � D ­ ©¤¥âáï â ª®¥ áîàê¥ªâ¨¢­®¥

á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : A! L, çâ® R = '�(H(L)).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ R ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®

¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ á®£« á®¢ ­¨© �AT (A;D). �ãáâì ' 2 R ¨ L| ®¡à § ¬­®¦¥áâ¢ 

A ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ '. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ '�(H(L)). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

®¯¥à æ¨¨ '� íâ® ®â­®è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ H(L) � '. � ª ª ª ®â­®è¥­¨¥

H(L) á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­â eL, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ' 2 '�(H(L)). �®

®¯à¥¤¥«¥­¨î, H(L) |  â®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L). � ª ª ª ®¯¥à æ¨ï '�

¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ë ¢  â®¬ë ¨ ®â­®è¥­¨ï R ¨ '�(H(L)) ¨¬¥îâ ®¡é¨© í«¥¬¥­â

', â® R = '�(H(L)).

�â¢¥à¦¤¥­¨ï 6.9, 6.10, 6.11 ¯®ª §ë¢ îâ ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ á¨áâ¥¬  ®â®¡à -

¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L) ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ £àã¯¯ë ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.2. �®«¥¥

â®£®, ­¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤  áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã,  ­ «®£¨ç-

­ãî â¥®à¥¬¥ 6.7 ® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¬¥¦¤ã ¯®«­ë¬¨ ¯®¤-

 «£¥¡à ¬¨ R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D ­ ¤ ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢

¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨© H, ®¡« ¤ îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ­-

­ë¬¨ ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 6.10. �ç¥¢¨¤­® â ª¦¥ ¯®­ïâ¨¥ ®â­®è¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç­®¥

®â­®á¨â¥«ì­® á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª á«ãç î, ¢ ª®â®à®¬ ã¤ «®áì ¤®ª § âì ¡®«¥¥ á¨«ì-

­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¯®¤ «£¥¡à R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D ­ ¤

ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å £àã¯¯ á¨¬¬¥âà¨©.

�ãáâì R � D, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥ ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï ¯®¤ «£¥¡à 

 «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢; H =
S

L�D

H(L) |

á¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.9, ¯®áâà®¥­­ ï ¯®  «£¥¡à¥ ®â­®è¥­¨©

R. �ãáâì, ªà®¬¥ â®£®, �R � �D | ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R §  áç¥â

®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢, ¨ �H |

£àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ ¯®¤ «£¥¡àë �R, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¢ â¥®à¥¬¥ 6.7.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬, á­ ç « , ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¤ îé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ £àã¯¯ë á¨¬-

¬¥âà¨¨ �H ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ®â®¡à ¦¥­¨© H.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.12. �§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h : D! D

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â £àã¯¯¥ á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¯®¤ «£¥¡àë ®â­®-

è¥­¨©, ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
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L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¯®¤-

 «£¥¡àë �R � �D. � ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.11, ®â­®è¥­¨ï H(L),

£¤¥ L | ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D, ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¯®¤ «£¥¡àë

®â­®è¥­¨© R � D,  , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ ¯®¯®«­¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë �R, â® ¯®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.6 ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h : D ! D ï¢«ï¥âáï

í«¥¬¥­â®¬ �H â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �h ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨¥© ®â­®è¥-

­¨© H(L) ¤«ï ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ L � D. � áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥

á¨¬¬¥âà¨¨ �h ­  ®â­®è¥­¨¥ H(L). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á¨¬¬¥âà¨¨ �h 2 �H â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �h�H(L) = H(L). � ç áâ­®áâ¨, �h�eL 2 H(L), â® ¥áâì

®£à ­¨ç¥­¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  L ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L) ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£®

¯®¤¬­®¦¥áâ¢  L � D. � ®¡®à®â, ¥á«¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®£®

®â®¡à ¦¥­¨ï �h : D ! D ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H,

â® �h �H(L) = H(L), â ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ H ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

H.

� á«ãç ¥ áç¥â­®áâ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ¢ëà ¦¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë

®â®¡à ¦¥­¨© H ç¥à¥§ £àã¯¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¥¬.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.13. �á«¨ ¬®é­®áâì ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢

D áç¥â­ , â® ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢  H(L) = e�L(
�H) ¤«ï ¢á¥å ª®­¥ç­ëå

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ eL : L � D. �® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë H ï¢«ïîâáï

®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë �H � �A(D;D) ­  ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

L � D.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.13 ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥.

� ¥ ¬ ¬  . �«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥£® H, ¨ «î¡®£®

í«¥¬¥­â  d 2 D áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ h0 ®â®¡à ¦¥­¨ï h, â ª¦¥

¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ H, çâ® í«¥¬¥­â d ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

®¡à §ã ®â®¡à ¦¥­¨ï h0.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® « ¥ ¬ ¬ ë. �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ h : L! D ¯à¨-

­ ¤«¥¦¨â H(L). �®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 6.10, ¢áïª®¥ â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯à®-

¤®«¦ ¥âáï ¤® ®â®¡à ¦¥­¨ï h1 : L[fdg ! D, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥£® H(L[fdg).

�â® ¦¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ®¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ h�11 : L1 ! D,

£¤¥ L1 | ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h1, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L1). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¤®«-

¦¥­¨¥ h2 : L1 [ fdg ! D ®â®¡à ¦¥­¨ï h�11 ­  í«¥¬¥­â d, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥

H(L1 [ fdg). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® âà¥¡ã¥¬ë¬ ¢ «¥¬¬¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ h0

®â®¡à ¦¥­¨ï h ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ h�12 , ®¡à â­®¥ ª ®â®¡à ¦¥­¨î h2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ã â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ï 6.13. �¥à¥­ã¬¥àã¥¬
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í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D. �ãáâì dn | n-ë© í«¥¬¥­â ®¡« -

áâ¨ D. �«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 H(L) ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

¯à®¤®«¦ îé¨å ¤àã£ ¤àã£  ®â®¡à ¦¥­¨© hn ¨§ á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�à¨ íâ®¬ ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë h0 = h ¨ í«¥¬¥­â dn ¯à¨­ ¤«¥¦ « ®¡« áâ¨

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡à §ã ®â®¡à ¦¥­¨ï hn. �®£« á­® «¥¬¬¥ â ª ï ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâì ¬®¦¥â ¡ëâì ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯®áâà®¥­ . � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥
�h : D ! D, ª®â®à®¥ ­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï hn á®¢¯ ¤ ¥â á hn ¤«ï ª ¦¤®-

£® n. �â®¡à ¦¥­¨¥ �h ¯® ¯®áâà®¥­¨î ¯à®¤®«¦ ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ h 2 H(L)

¨ ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬, â ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨ï hn | ¢«®¦¥­¨ï ¨

¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  dn 2 D ®¯à¥¤¥«¥­ ®¡à § �h(dn) = hn(dn) ¨ ¯à®®¡à §
�h�1(dn) = h�1n (dn).

�¢¥¤¥¬ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨© S(D) ®¡« áâ¨ §­ ç¥-

­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­  á¥¡ï á«¥¤ãîéãî â®¯®«®£¨î:

¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  K � S(D) ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h 2

S(D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ëª ­¨î �K â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® eL : L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

¬­®¦¥áâ¢ã ®â®¡à ¦¥­¨© K � eL.

� ¥ ® à ¥ ¬   6.14. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ áç¥â­®© ¨«¨ ª®­¥ç­®© ®¡« áâìî §­ -

ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á § -

¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H � S(D) £àã¯¯ë S(D) ¢ â®¯®«®£¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­®©

¢ëè¥. �®¤£àã¯¯  �H ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ®â­®è¥­¨© ¯®¤ «£¥¡àë

R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ¬ª­ãâ®áâì ¯®¤£àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨¨ �H �

S(D) ¯®¯®«­¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© �R á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.12.

�à®¬¥ â®£®, ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 6.12 ¨ 6.13 á«¥¤ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥

á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H ¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨©

H ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬¥¦¤ã § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H ¨ à¥«ïæ¨®­­ë¬¨

¯®¤ «£¥¡à ¬¨ R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D.
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�« ¢  2. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©

1 �®­ïâ¨ï ª ª ®¡ê¥ªâë ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï,

¯à¨¬¥àë

1.1 �á­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©

�¥¬  íâ®© £« ¢ë | ­¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¯®­ïâ¨© ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© à ¡®âë á ­¨¬¨.

� íâ®© £« ¢¥, á«¥¤ãï [40, 46, 54, 70, 9], à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨©

¯®¤å®¤ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ïâ¨© ¨ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©.

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë «¥¦ â ¢ ®á­®¢¥ ¯®áâà®¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­ëå ¬®-

¤¥«¥© ¡ § ¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨. �

¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ëâ ¯à¨¬¥­¥­¨ï  «£¥¡àë ¢ íâ¨å ®¡« áâïå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï

¯à¨«®¦¥­¨ï ª ¡®«¥¥ è¨à®ª®© § ¤ ç¥: ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ïâ¨© ¨ ä®à¬¨à®-

¢ ­¨î ¡ § ¯®­ïâ¨©.

� §ë ¯®­ïâ¨© | íâ® ­®¢ ï áª« ¤ë¢ îé ïáï ®¡« áâì ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -

­¨¨, á¢ï§ ­­ ï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¡®«ìè¨å ¡¨¡«¨®â¥ª â¨¯®¢

®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ®¡ê¥ªâ­®-®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï,   â ª¦¥

á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ CASE{â¥å­®«®£¨© ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå

¯à®£à ¬¬­ëå á¨áâ¥¬ â¨¯  TOOLKIT, í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë

¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨«®¦¥­¨-

ïå.

�à ªâ¨ª  ¨ ®¯ëâ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à áâãé¨å ¡¨¡«¨®â¥ª ¯®¤®¡­®£® à®¤ 

âà¥¡ã¥â ­¥ª®â®à®© áâ ­¤ àâ¨§ æ¨¨ ¢ ¨å ®à£ ­¨§ æ¨¨ ¨ ä®à¬ å ®¡à é¥­¨ï

ª ­¨¬, ª®â®à ï ¡ë«  ¡ë ®á­®¢ ­  ­  ïá­®© ¬®¤¥«¨ ®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨© ¨

¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¢ æ¥«®¬.

�«ï ­ ç «  áä®à¬ã«¨àã¥¬ ­¥áª®«ìª® á¢®©áâ¢, ¢ë¤¥«ïîé¨å ¡ §ë ¯®­ï-

â¨© áà¥¤¨ ¤àã£¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï.

1. � §  ¯®­ïâ¨© | íâ® ¡®«ìè ï á®¢®ªã¯­®áâì (á®â­¨ | âëáïç¨ ) ®â¤¥«ì-

­ëå ¯®­ïâ¨© (â¨¯®¢ ®¡ê¥ªâ®¢,  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, äà £¬¥­â®¢

áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå, ¡ § ¤ ­­ëå ¨ â.¤.).
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2. �®­ïâ¨ï ¨§ ¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë ¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®-

æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, ¢ ¯®áâ ­®¢ª å § ¤ ç, ¢ ä®à-

¬ã«¨à®¢ª å § ¯à®á®¢.

3. �¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­  ¡ëâì ®âªàëâ  ¤«ï à áè¨à¥­¨ï ¨ ¬®¤¨ä¨ª -

æ¨¨ ¯®«ì§®¢ â¥«ï¬¨ (¢¢¥¤¥­¨¥ ­®¢ëå ¯®­ïâ¨©, ¢¥àá¨© ¯®­ïâ¨©, ã­¨-

çâ®¦¥­¨¥ ­¥¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¯®­ïâ¨©).

4. �®­ïâ¨ï ¢ ¡ §¥ ¯®­ïâ¨© ¢§ ¨¬®á¢ï§ ­ë ¯® ®â­®è¥­¨ï¬:

(a) ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï (®¤­® ¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤àã£®¬);

(b) ª®­ªà¥â¨§ æ¨¨ (¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ãâ®ç­¥­¨¥¬ ¡®«¥¥  ¡áâà ªâ-

­®£® ¤àã£®£® ¯®­ïâ¨ï);

(c) à¥ «¨§ æ¨¨ (®¤­® ¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ­¥áª®«ìª® à¥ «¨§ æ¨©).

5. � ¡®â  á ¡ §®© ¯®­ïâ¨© á®áâ®¨â ¨§ ¨­â¥à ªâ¨¢­®£® ¯à®æ¥áá  ä®à¬¨-

à®¢ ­¨ï ­®¢ëå ¯®­ïâ¨© (§ ¤ ç) á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯®­ïâ¨© ¨§ ¡ §ë

¯®­ïâ¨©, ¯®áâ ­®¢®ª ¢®¯à®á®¢ ¢ áà¥¤¥ ­®¢®£® ¯®­ïâ¨ï ¨ ¯®«ãç¥­¨ï

®â¢¥â®¢ á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¢®§¬®¦­ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï ¢ ¯à¨-

«®¦¥­¨ïå.

6. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­® ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ®âªàëâ®áâì ï§ëª  à -

¡®âë á ¯®­ïâ¨ï¬¨ ¨ ¨å í«¥¬¥­â ¬¨, ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ¯®«ì§®¢ â¥«î ¢®§-

¬®¦­®áâì à áè¨à¥­¨ï ï§ëª  ï§ëª®¢ë¬¨ ª®­áâàãªæ¨ï¬¨ ¯à¨ª« ¤­®©

®¡« áâ¨.

7. �®«¦­  ¡ëâì ®¡¥á¯¥ç¥­  ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ ï á®¢¬¥áâ¨¬®áâì à §«¨ç­ëå

¡ § ¯®­ïâ¨© | ¢®§¬®¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨§ ­¥áª®«ìª¨å

á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå ¡ § ¯®­ïâ¨©.

�®áâ®ï­¨¥ à ¡®â ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨© ¯® ¡ § ¬ ¯®­ïâ¨© ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ ¥â á¨âã-

 æ¨î á ¡ § ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ ª®­æ¥ 60-å ­ ç «¥ 70-å £®¤®¢, ª®£¤  ¡ë«  ®á®§­ ­ 

­¥®¡å®¤¨¬®áâì ®â¤¥«¥­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ ¢¥¤¥­¨ï ¤ ­­ëå ®â ¨å ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï,

¡ë«¨ á®§¤ ­ë ä ©«®¢ë¥ á¨áâ¥¬ë, ­® ­¥ ¡ë«® ïá­®© ª®­æ¥¯æ¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå.

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ®¤­®© ¨§ â ª¨å ª®­æ¥¯æ¨© ¡ë« ãá¯¥è­® ¨á¯®«ì§®¢ ­

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª ¢ à ¡®â å �. �®¤¤ .

�¥«ì íâ®© £« ¢ë ¯®ª § âì, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, á ãç¥â®¬ ®¯ëâ 

¨å ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¢ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¬®£ãâ

®ª § âìáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¨ ¢ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©.
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�à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥á-

â¢¥­­ë¬ ¤«ï ¬­®£¨å á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. � ç¨­ ï

á ¨§¢¥áâ­®© à ¡®âë �.�®¤¤  [43], ¯à¨¬¥­¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ à á-

¯à®áâà ­¨«®áì ­  ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ ¡ § ¤ ­­ëå. �¡ê¥ªâ®¬ ¨§ãç¥­¨ï áâ «¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ | à¥«ïæ¨®­­ë¥

 «£¥¡àë. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë å®à®è® ¨§ãç¥­ë ¢ à -

¡®â å § àã¡¥¦­ëå ¨ ®â¥ç¥áâ¢¥­­ëå á¯¥æ¨ «¨áâ®¢, ¢ª«îç ï à ¡®âë  ¢â®à .

�«¥¤ãîé¨¬ è £®¬ ï¢¨«®áì ¨§ãç¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ áå¥¬

¡ § ¤ ­­ëå, à áè¨à¥­¨¥ á¨áâ¥¬ ®¯¥à æ¨© ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå

¨ ­ ¤ áå¥¬ ¬¨. �â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâà®¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

¬®¤¥«¥© á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢¥­­  ­¥¯®«­®â 

§­ ­¨©. �à¥¤¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¢ â ª¨å ¬®¤¥«ïå ®á®¡ãî à®«ì

¨£à îâ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© [16].

�á­®¢­®¥, çâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨§  «£¥¡àë ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå,| íâ®  «£¥¡à -

¨ç¥áª¨© ï§ëª. �«¥¤ãîé¥¥ | íâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© áâ¨«ì ¬ëè«¥­¨ï: ¨á-

¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ £®¬®¬®àä¨§¬   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬,

§ ¤ ­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ¯®¬®éìî ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©.

� «ì­¥©è¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  «£¥¡àë ¯à¨¢®¤¨â ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î á¯¥æ¨ä¨-

ç¥áª¨å ¯®­ïâ¨© ¨ à¥§ã«ìâ â®¢, ¢¢¥¤¥­­ëå ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­­ëå ¢  «£¥¡à¥ ¬ -

â¥¬ â¨ª ¬¨. � ­¨¬ ®â­®áïâáï á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

á¨áâ¥¬ë, â¥®à¥¬ë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢  «£¥¡à å, á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥  «£®à¨â¬ë.

�¥§ã«ìâ â ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ¯®¬¨¬® ¯®áâà®¥­¨ï ï§ë-

ª , ­  ª®â®à®¬ ¬®£ãâ áâ ¢¨âìáï ¢®¯à®áë ¢ ®¡« áâ¨ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨

¯®­ïâ¨©, ¬®£ãâ ¡ëâì â¥®à¥¬ë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå  «£¥¡à ¨, ¢ ¨¤¥ -

«¥,  «£®à¨â¬ë ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï â®¦¤¥áâ¢, ¨§®¬®àä¨§¬®¢, £®¬®¬®àä¨§¬®¢

á¨áâ¥¬ ¨ à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨©, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ á¨áâ¥¬ å

¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï,  «£®à¨â¬ å ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ¯à®á®¢, ¢  «£®à¨â¬ å ¯®«ãç¥-

­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë.

�à®¬¥ â®£®, ª ª ¨ ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, ¢ ¡ § å ¯®­ïâ¨© áãé¥áâ¢¥­­ë© ¢®¯à®á

| íâ® ¯®«­®â  ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë© ¢ ­¥ª®â®à®©

¯®áâ ­®¢ª¥ â®¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¢¥¤¥­ ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥.

1.2 �¨¯ë ¤ ­­ëå ª ª ¯à¨¬¥àë ¯®­ïâ¨©

� ç­¥¬ á ¯à¨¬¥à®¢ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ®¡ëç­® ¯à¥¤áâ ¢«ïîáï ¢ à §¢¨âëå

á¨áâ¥¬ å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, | íâ® â¨¯ë ¤ ­­ëå,  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­-

­ëå, â¨¯ë ®¡ê¥ªâ®¢.
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� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¨¬¥¥âáï ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® áâ â¥© ¨ ¬®­®£à ä¨©

¯® â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯®  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå,

¯® ¯à¨¬¥­¥­¨î á®¢à¥¬¥­­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯® ï§ëª ¬ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© â¨¯®¢ ¤ ­­ëå

[20, 1, 46, 25, 12, 7] . � íâ®© ®¡« áâ¨ á«®¦¨«¨áì ®¡é¥¥ ¯®­¨¬ ­¨¥

§ ¤ ç, ­¥ª®â®à ï á¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨©, ¢ëà ¡®â «áï ï§ëª ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬¥â®¤ë,

â® ¥áâì ¯à®¨§®è«® áâ ­®¢«¥­¨¥ ®¡« áâ¨ ­ ãª¨ ¢ ¨­ä®à¬ â¨ª¥, ª®â®à®¥

¢¯¨â «® ¢ á¥¡ï ­¥ª®â®àë¥ ¤®áâ¨¦¥­¨ï ®¯ëâ , ¬¥â®¤®¢ ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¢

¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨,  «£¥¡à¥ ¨ «®£¨ª¥.

�á­®¢­ ï § ¤ ç  ¢¢¥¤¥­¨ï à §¢¨â®£® ¬¥å ­¨§¬  â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®-

£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ | íâ® ¯à®£à ¬¬­ ï ¯®¤¤¥à¦ª  ®¡é¥­¨ï ç¥«®¢¥ª  á ¬ è¨-

­®© ¢ ¯®­ïâ¨ïå, ¯à¨¢ëç­ëå ¨ ã¤®¡­ëå á¯¥æ¨ «¨áâã ¢® ¢à¥¬ï áâàãªâãà¨à®-

¢ ­¨ï ¯à®£à ¬¬ë, ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ®â« ¤ª¨ ¯à®£à ¬¬ë ¨ ¥¥ ¬®¤¨ä¨ª -

æ¨¨.

�®­ïâ¨¥ â¨¯  ¤ ­­ëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ®¡êñ¬¥ ¢® ¢á¥å ï§ë-

ª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï "¢ëá®ª®£® ãà®¢­ï". � ª ®â¬¥ç ¥â �.�.�£ ä®­®¢

¢ á¢®¥¬ ®¡§®à¥ [2], ¢¢¥¤¥­¨¥ â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥, ¯® ¢á¥©

¢¥à®ïâ­®áâ¨, á¢ï§ ­® á ç¥«®¢¥ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬ ã¬áâ¢¥­­®© ¤¥ïâ¥«ì­®áâ¨,

âà¥¡ãîé¨¬ ®¡à §®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨ à ¡®âë á ­¨¬¨. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª

ª ª æ¥«ì ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï | ¯¥à¥«®¦¨âì àï¤ ¯à®æ¥áá®¢ ®¡à ¡®âª¨ ¨­-

ä®à¬ æ¨¨ ­  á®¢à¥¬¥­­ë¥ ¬ è¨­ë á® á«®¦¨¢è¨¬¨áï ª ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨

¯à¨­æ¨¯ ¬¨ ¨å à ¡®âë, â® ¬ è¨­­ ï ¤¥ïâ¥«ì­®áâì ­ ª« ¤ë¢ ¥â ®¯à¥¤¥«¥­-

­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ä®à¬ã ®¯¨á ­¨ï ¯®­ïâ¨©, áâ¥¯¥­ì ¯®¤à®¡­®áâ¨ â ª®£®

®¯¨á ­¨ï ¨ ­  ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ã«®¦¨âìáï ¢ ¬ è¨­­ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨. �¤­ -

ª®, á á®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­¨¥¬ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå ¬ è¨­ ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ­®¢ëå

¡®«¥¥ á®¢¥àè¥­­ëå ¯à¨­æ¨¯®¢ ¬ è¨­­®© ®¡à ¡®âª¨ àï¤ ®£à ­¨ç¥­¨© ¯à¥-

®¤®«¥¢ îâáï, ¨ ¢áñ ïá­¥© ¢ë¤¥«ïîâáï ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï, á¢ï-

§ ­­ë¥ á ¢ëç¨á«¨¬®áâìî ¯à®æ¥áá®¢, ¨å á«®¦­®áâìî ¨ ª®­¥ç­®áâìî ¯ ¬ïâ¨

¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.

� íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¯¥à¢®áâ¥¯¥­­®© ¯à®¡«¥¬®© áâ ­®¢¨âáï ¯à®¡«¥¬  ¯à®-

¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ®¡é¥­¨ï ç¥«®¢¥ª  á ¬ è¨­®©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥£® ç¥«®¢¥ªã ¯®-

­¨¬ ­¨¥ ¨ ã¯à ¢«¥­¨¥ ¯à®æ¥áá®¬ ®¡à ¡®âª¨ ¤ ­­ëå ­  ãà®¢­¥, çâ® ¤®«¦­ 

á¤¥« âì ¬ è¨­  ¡¥§ ¯®¤à®¡­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ® â®¬, ª ª ®­  íâ® ¤¥« ¥â.

�®«ìèãî ¯®¤à®¡­®áâì á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯® ®á®¡®¬ã § ¯à®áã ¨, ¬®¦¥â

¡ëâì, á¯¥æ¨ «¨áâã ¤àã£®£® ª« áá , á¯¥æ¨ «¨§¨àãîé¥¬ãáï ­  íää¥ªâ¨¢­ëå

à¥ «¨§ æ¨ïå ¢¢¥¤¥­­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå.

� ª ¦¤®¬ à §¢¨â®¬ ï§ëª¥ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¨¬¥îâáï ¨áå®¤­ë¥ (¡ §®-
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¢ë¥ ¨«¨ ®á­®¢­ë¥) â¨¯ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ à¥ «¨§ãîâáï ­  ãà®¢­¥ ¬ è¨­­ëå

ª®¬ ­¤. � ï§ëª¥ ��� [14] â ª¨¥ â¨¯ë ­ §ë¢ îâáï ¯à¥¤®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨. �

­¨¬ ®¡ëç­® ®â­®áïâáï á«¥¤ãîé¨¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå (¢ à §­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬-

¬¨à®¢ ­¨ï ®­¨ ¬®£ãâ ®â«¨ç âìáï ­ §¢ ­¨ï¬¨) INTEGER, FLOAT (REAL),

BOOLEAN ¨ CHARACTER (æ¥«ë¥ ç¨á« , ç¨á«  á ¯« ¢ îé¥© § ¯ïâ®©,

¡ã«¥¢ë §­ ç¥­¨ï, ¯®«­ë© ­ ¡®à á¨¬¢®«®¢).

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë à á¯à®áâà ­¥­­ëå ¡ §¨á­ëå â¨¯®¢.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.1. �¨¯: BOOLEAN /* ¡ã«¥¢, «®£¨ç¥áª¨© */

BOOLEAN = { TRUE, FALSE } /* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â */

�¯¥à æ¨¨:

TRUE: -> BOOLEAN; /* ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï */

FALSE: -> BOOLEAN; /* ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï */

AND: BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

OR: BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

NOT: BOLEAN ->BOOLEAN;

IF_THEN_ELSE: BOOLEAN x BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

�®®â­®è¥­¨ï: p,q,r - BOOLEAN;

/* ®¯¥à æ¨ï IF_THEN_ELSE (p,q,r) - íâ® ®¡®§­ ç¥­¨¥ */

/* «®£¨ç¥áª®£® ¢ëà ¦¥­¨ï IF p THEN q ELSE r, */

/* ®­  ¡ã¤¥â ¨§®¡à ¦ âìáï ª ª ¢ â®¬, â ª ¨ ¢ ¤àã£®¬*/

/* ¢¨¤¥ */

IF_THEN_ELSE (TRUE, q, r) = q;

IF FALSE THEN q ELSE r = r;

AND(p,q) = IF p THEN q ELSE FALSE;

OR(p,q) = IF p THEN TRUE ELSE q;

NOT(p) = IF p THEN FALSE ELSE TRUE;

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ TRUE ¨ FALSE ï¢«ïîâáï ª ª «®£¨ç¥áª¨¬¨ ª®­áâ ­â -

¬¨, ®¡®§­ ç îé¨¬¨ ¨áâ¨­ã ¨ «®¦ì, â ª ¨ ­ã«ì à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¢ë¤¥-

«ïîé¨¬¨ íâ¨ ª®­áâ ­âë ¢ ¡ã«¥¢®¬ â¨¯¥ ¤ ­­ëå.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.2. �¨¯: INTEGER /* æ¥«ë© */

/* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â â¨¯  INTEGER § ¢¨á¨â */

/* ®â ï§ëª  âà ­á«ïâ®à  ¨ â¨¯  ��� ; ª®­áâ ­âë */
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/* ¢ëà ¦ îâáï §­ ª®¬ ¨ ­ ¡®à®¬ æ¨äà */

�¯¥à æ¨¨:

+ : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* á«®¦¥­¨¥ */

- : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ¢ëç¨â ­¨¥ */

* : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ã¬­®¦¥­¨¥ ç¨á¥« */

DIV : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ç áâ­®¥ ®â ¤¥«¥­¨ï*/

MOD : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥­¨ï*/

ABS : INTEGER -> INTEGER ; /*  ¡á®«îâ­®¥ §­ ç¥­¨¥ ç¨á«  */

=: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢  */

>: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ ¡®«ìè¥ */

<: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ ¬¥­ìè¥ */

�¥«¥­¨¥ ­ æ¥«®, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ á«®¢®¬ DIV, ¤ ¥â æ¥«ãî ç áâì ç áâ­®£®

®â ¤¥«¥­¨ï ¯¥à¢®£® ç¨á«  ­  ¢â®à®¥.

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â¨¯  INTEGER ¨á¯®«ì§ã¥âáï

â¨¯ BOOLEAN.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.3. �¨¯: CHAR /* «¨â¥à­ë©, á¨¬¢®«ì­ë© */

/* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â â¨¯  CHAR - ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢ ¢*/

/* ­¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥; à §«¨ç­ë¥ â¨¯ë ¬ è¨­ ¬®£ãâ ¨¬¥âì */

/* á¢®© ­ ¡®à á¨¬¢®«®¢, ­® áãé¥áâ¢ã¥â ¬¥¦¤ã­ à®¤­ë© */

/* áâ ­¤ àâ¨§®¢ ­­ë© ­ ¡®à ISO ¨  ¬¥à¨ª ­áª¨© */

/* áâ ­¤ àâ ASCII */

�¯¥à æ¨¨:

ORD: CHAR -> INTEGER; /* ¯®àï¤ª®¢ë© ­®¬¥à á¨¬¢®«  */

CHR: INTEGER -> CHAR;

�®®â­®è¥­¨ï: ch - CHAR; n - INTEGER;

CHR (ORD (ch)) = ch; /* ®¯¥à æ¨¨ CHR ¨ ORD */

IF ((-1<n) AND (n<128)) /* ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë */

THEN (ORD (CHR (n)) = n) = TRUE

ELSE FALSE;

� íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ­¥ â®«ìª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© â¨¯ IN-

TEGER, ­® ¨ ¢¢®¤¨âáï ­  ­¥¬ ­®¢ ï ®¯¥à æ¨ï CHR, ®¯à¥¤¥«ïîé ï á¨¬-

¢®« ¯® ¥£® ¯®àï¤ª®¢®¬ã ­®¬¥àã, ¨ á®®â­®è¥­¨¥, ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ®¯¥à æ¨î

IF THEN ELSE â¨¯  BOOLEAN.
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�à®¬¥ ¡ §¨á­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢ëá®ª®£®

ãà®¢­ï ¨¬¥îâáï áà¥¤áâ¢  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á«®¦­ëå áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢

¤ ­­ëå, á ¯®¬®éìî ª®â®àëå ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¯à®£à ¬¬¥ á®áâ®ï­¨ï á«®¦-

­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨«¨ ¨å á®¢®ªã¯­®áâ¥©. � ­¨¬ ®â­®áïâáï ª®­áâàãªæ¨¨ ¯®áâà®-

¥­¨ï ¯¥à¥ç¨á«¨¬ëå â¨¯®¢, ¬ áá¨¢®¢, ¬­®¦¥áâ¢, § ¯¨á¥©, á¯¨áª®¢ ¨ â. ¤.

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢.

� à §­ëå ï§ëª å ä®à¬  ®¯¨á ­¨ï áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢ à §«¨ç­ .

� ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨¦¥ ¯à¨¬¥à å ¯à¨¢®¤ïâáï, ¢ ®á­®¢­®¬, ª®­áâàãªæ¨¨ ï§ëª 

PASCAL.

�¥à¥ç¨á«¨¬ë© â¨¯ § ¤ ¥âáï ¨¬¥­¥¬ â¨¯  ¨ ¯¥à¥ç¨á«¥­¨¥¬ ¥£® í«¥¬¥­-

â®¢. � ¯à¨¬¥à, â¨¯: ¤­¨ ­¥¤¥«¨ = (¯®­¥¤¥«ì­¨ª, ¢â®à­¨ª, áà¥¤ , ç¥â¢¥à£,

¯ïâ­¨æ , áã¡¡®â  , ¢®áªà¥á¥­ì¥).

�¨¯ ¬ áá¨¢ § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ª®­áâàãªæ¨¥©:

�¬ï â¨¯  = ARRAY[k..n] OF â¨¯ í«¥¬¥­â .

�à¨ íâ®¬ ¨¬¥îâáï ®¯¥à æ¨¨, ¯®§¢®«ïîé¨¥:

®¯à¥¤¥«¨âì ­®¢ë© ¬ áá¨¢;

¯®«®¦¨âì í«¥¬¥­â ¢ ¬ áá¨¢ ¯®  ¤à¥áã s, £¤¥ k � s � n;

¯®«ãç¨âì s-ë© í«¥¬¥­â ¬ áá¨¢  ( â®â, ª®â®àë© ¡ë« ¯®«®¦¥­ ¯®  ¤à¥áã

s ¢ ¯®á«¥¤­¨© à §).

�¨¯ § ¯¨áì § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ª®­áâàãªæ¨¥©:

�¬ï_â¨¯  RECORD

¨¬ï_¯®«ï_1: â¨¯_1

..................

¨¬ï_¯®«ï_k: â¨¯_k

END

� ¦¤ë© í«¥¬¥­â ®¡êï¢«¥­­®£® ¢ëè¥ â¨¯  ¬ëá«¨âáï ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à  ¯®-

«¥©: ¨¬ï ¯®«ï 1,..., ¨¬ï ¯®«ï k, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â¨¯®¢: â¨¯ 1,...,â¨¯ k. �à¨

íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¨¬¥îâáï ®¯¥à æ¨¨ ¯®áâà®¥­¨ï ­®¢®£® í«¥¬¥­â 

íâ®£® â¨¯ , ¯à¨á¢®¥­¨ï ­®¢®£® §­ ç¥­¨ï ¤«ï ª ¦¤®£® ¯®«ï, ¢ë¤ ç¨ â¥ªã-

é¥£® §­ ç¥­¨ï «î¡®£® ¯®«ï § ¯¨á¨.

� ­¥ª®â®àëå ï§ëª å ¨¬¥îâáï ª®­áâàãªæ¨¨ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢¥­­®£®

â¨¯ . � ï§ëª¥ PASCAL íâ  ª®­áâàãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤ SET OF T, £¤¥ T ¬®-

¦¥â ¡ëâì áª «ïà­ë¬ (¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¬), ®£à ­¨ç¥­­ë¬ (¨­â¥à¢ «ì­ë¬) ¨«¨

á¨¬¢®«ì­ë¬ â¨¯®¬. �­ ç¥­¨ï¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢¥­­®£® â¨¯  ï¢«ï-

îâáï ¬­®¦¥áâ¢  §­ ç¥­¨© â¨¯  T. � ¤ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¯¥à æ¨¨
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®¡ê¥¤¨­¥­¨ï (+), ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï (*) ¨ ¢ëç¨â ­¨ï (�). �®¯ãáª ¥âáï ¯à®¢¥àª 

â®£®, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â «¨ ¤ ­­®¥ §­ ç¥­¨¥ X ¬­®¦¥áâ¢ã S. �«ï íâ®£® ¯à¨¬¥-

­ï¥âáï ª®­áâàãªæ¨ï X IN S, ¨¬¥îé ï «®£¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥.

� ¯à®£à ¬¬ å ®¡à ¡®âª¨ á¨¬¢®«ì­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã-

îâáï á¯¨á®ç­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ à¥ «¨§ãîâáï ç¥à¥§ áâ ­¤ àâ­ë¥

ª®­áâàãªæ¨¨ ï§ëª  (­ ¯à¨¬¥à, ¢ ï§ëª å PASCAL, C), «¨¡® § ¤ îâáï á¯¥-

æ¨ «ì­ë¬¨ ª®­áâàãªæ¨ï¬¨ ï§ëª  (­ ¯à¨¬¥à, ¢ ï§ëª å LISP, PROLOG).

�¢¨¤ã ¢ ¦­®áâ¨ íâ®£® â¨¯  ¯à¨¢¥¤¥¬ ¥£® ®¯¨á ­¨¥.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.4. �¨¯: LIST_OF_T /*á¯¨á®ª í«¥¬¥­â®¢ â¨¯  T*/

/* í«¥¬¥­âë íâ®£® â¨¯  ¢ LISP ¨¬¥îâ ¢¨¤ (t1 t2 ... tn); */

/* ¢ ï§ëª¥ PROLOG â¨¯ LIST_OF_T ®¡®§­ ç ¥âáï T* ,   ¥£® */

/* í«¥¬¥­âë - [t1,t2,...,tn] */

�¯¥à æ¨¨:

NIL: -> LIST_OF_T; /* ¯ãáâ®© á¯¨á®ª; [] ¢ PROLOG¥ */

CONS:T x LIST_OF_T -> LIST_OF_T;/*¢áâ ¢¨âì í«¥¬¥­â ¢ á¯¨á®ª*/

CAR: LIST_OF_T -> T; /* ­ ç «ì­ë© í«¥¬¥­â ­¥¯ãáâ®£® á¯¨áª  */

CDR: LIST_OF_T -> LIST_OF_T /* á¯¨á®ª ¡¥§ ¯¥à¢®£® í«¥¬¥­â  */

/* ¢ PROLOG¥ ®¯¥à æ¨¨ CAR ¨ CDR § ¤ îâáï ¢ëà ¦¥­¨¥¬ */

/* List = [CAR|CDR] */

APPEND:LIST_OF_T x LIST_OF_T -> LIST_OF_T;

/*á®¥¤¨­¨âì á¯¨áª¨*/

IS_NIL: LIST_OF_T -> BOOLEAN;

EQ: LIST_OF_T x LIST_OF_T->BOOLEAN; /* à ¢¥­áâ¢® á¯¨áª®¢ */

�®®â­®è¥­¨ï: t,t1 - T; list, list1 - LIST_OF_T;

CAR(CONS(t,list)) = t;

CDR(CONS(t,list)) = list;

APPEND(NIL,list) = list;

APPEND(CONS(t,list),list1)=CONS(t, APPEND (list,list1));

IS_NIL(NIL) = TRUE;

IS_NIL(CONS(t,list)) = FALSE;

EQ(NIL,NIL) = TRUE;

EQ(NIL,CONS(t,list)) = FALSE;

EQ(CONS(t,list),NIL) = FALSE;

EQ(CONS(t,list),CONS(t1,list1)) = IF (t=t1)

THEN EQ(list,list1) ELSE FALSE;

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ®á­®¢­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ á¯¨áª ¬¨ ¨ á®®â-
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­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨. �¥ «¨§ æ¨ï â¨¯  ¤ ­­ëå á¯¨á®ª ¬®¦¥â ¡ëâì

¢®§«®¦¥­  ­  âà ­á«ïâ®àë ï§ëª , ª ª ­ ¯à¨¬¥à ¢ LISP, PROLOG, ¨«¨ ­ 

¯à®£à ¬¬¨áâ®¢, ª ª ­ ¯à¨¬¥à ¢ ï§ëª å PASCAL ¨ C. � íâ®¬ á«ãç ¥ à¥-

 «¨§ æ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ à §«¨ç­®© áâ¥¯¥­¨ ¯à ¢¨«ì­ë¬¨ (á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì

®¯¨á ­¨î) ¨ ®â«¨ç âìáï íää¥ªâ¨¢­®áâìî. �® áç áâìî, à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­ëå á¯¨á®ª ®¯¨á ­ë ¢ «¨â¥à âãà¥ ¨ ¨¬¥îâáï ¢ ¡¨¡«¨®â¥ª å ¯à¨¬¥à®¢

¯à®£à ¬¬ ­  íâ¨å ï§ëª å.

�¤­ ª®, ¯à®£à ¬¬¨áâë ¯à¨¤ã¬ë¢ îâ ¢á¥ ­®¢ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå (¬­®¦¥-

áâ¢®, ä ©«, ¯à®æ¥¤ãà , ®ª­®, ¬¥­î), ª®â®àë¥ ã¤®¡­ë ¢ à §«¨ç­ëå ª« áá å

§ ¤ ç. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ ¯à¨ª« ¤­ëå ®¡« áâïå áª« ¤ë¢ îâáï á¢®¨ â¨-

¯ë ¤ ­­ëå (¬ âà¨æë, ¤¨ £à ¬¬ë, â ¡«¨æë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï,

å¨¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ã«ë, è å¬ â­ë¥ ¯®§¨æ¨¨), ª®â®àë¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë ¤«ï íâ¨å

®¡« áâ¥© ¯à¨ ¯®áâ ­®¢ª å § ¤ ç¨, ®¯¨á ­¨©  «£®à¨â¬®¢, ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï

¯à®¬¥¦ãâ®ç­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ ¯à®æ¥áá å ®â« ¤ª¨ ¨ ¤®¢®¤ª¨  «£®à¨â¬®¢.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, å®â¥«®áì ¡ë ¨¬¥âì ï§ëª®¢ë¥ ¨ ¯à®£à ¬¬­ë¥ áà¥¤áâ¢ 

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® à áè¨à¥­¨ï á¨áâ¥¬ë â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¥ ¨ áà¥¤-

áâ¢ , ¯®¤¤¥à¦¨¢ îé¨¥ ¯à®æ¥ááë ¢¢¥¤¥­¨ï ­®¢ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¨ ¯à®æ¥ááë

¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á ­®¢ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå. �® á­ ç «  ­ã¦­® áä®à¬ã«¨-

à®¢ âì, çâ® â ª®¥ â¨¯ ¤ ­­ëå, ¨ ª ª¨å æ¥«¥© å®âïâ ¤®áâ¨çì ¯à¨ ¢¢¥¤¥­¨¨

íâ®£® ¬¥å ­¨§¬ .

�§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå §¤¥áì ¯à¨¬¥à®¢ á«¥¤ã¥â, çâ® â¨¯ ¤ ­­ëå ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

á«¥¤ãîé¨¬¨ á®áâ ¢«ïîé¨¬¨:

¨¬¥­¥¬ | à §­ë¬ ¨¬¥­ ¬ â¨¯®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ â¨¯ë;

á¨áâ¥¬®© ®¯¥à æ¨© | â¥¬, çâ® á í«¥¬¥­â ¬¨ íâ®£® â¨¯  ¬®¦­® ¤¥« âì;

á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¢ëà ¦ îé¨¬¨ á¬ëá« ®¯¥à æ¨©;

à¥ «¨§ æ¨¥© | ª®­ªà¥â­ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ íâ®£® â¨¯  ¨

®¡êï¢«¥­­ëå ®¯¥à æ¨©.

�¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¬¥å ­¨§¬  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¤®«¦¥­ ¯®§¢®«¨âì ¯¨á âì ¨ ®â« ¦¨¢ âì ¯à®£à ¬¬ë ¢ ®¡é¨å

¯®­ïâ¨ïå (â¨¯ å ¨ ®¯¥à æ¨ïå ­ ¤ ­¨¬¨) ¤ ­­®© ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¨«¨

®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ­¥ ¢«¥§ ï ¢ ¯®¤à®¡­®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­®£®.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ®â¤¥«¥­¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯®¢ ®â ¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¯®¢ëá¨âì íää¥ªâ¨¢­®áâì à ¡®âë ¯à¨ª« ¤­ëå ¯à®-

£à ¬¬ ¡¥§ ¨å ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï,   â®«ìª® ¯ãâ¥¬ ãá®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­¨ï à¥ «¨§ -

æ¨© ¢¢¥¤¥­­ëå â¨¯®¢. �à¨ íâ®¬, ¯à®£à ¬¬ë, ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ ­®¢ë¥ â¨¯ë, ¨

¯à®£à ¬¬ë, íää¥ªâ¨¢­® à¥ «¨§ãîé¨¥ â¨¯ë, ¬®£ãâ ¯¨á âì à §­ë¥ ¯à®£à ¬-
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¬¨áâë, á¯¥æ¨ «¨§¨àãîé¨¥áï ¢ á¢®¨å ®¡« áâïå. �«ï áâëª®¢ª¨ à ¡®âë íâ¨å

¯à®£à ¬¬¨áâ®¢ ­ã¦­ë áà¥¤áâ¢  ª®­âà®«ï ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­®£®, â® ¥áâì áà¥¤áâ¢  ¯à®¢¥àª¨ ¢ë¯®«­¥­¨ï ¢ à¥ «¨§ æ¨¨ ®¡êï¢«¥­­ëå

á®®â­®è¥­¨© ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨.

1.3 A¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå

� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ­¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢ , ¨á¯®«ì-

§ã¥¬ë¥ ¢ «¨â¥à âãà¥ ¯® â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå. � ®á­®¢­®¬, ¢ íâ®¬ ¯®¤à §¤¥«¥ ¬ë

¡ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì [46]

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �­®£®á®àâ­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© A

­ §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬ , á®áâ®ïé ï ¨§ âà¥å ­ ¡®à®¢:

- ­ ¡®à  ¬­®¦¥áâ¢ s1; :::; sn; ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ -

¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë | á®àâ ¬¨;

- ­ ¡®à  f1; :::; fk ®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤ 

fi : si1 � :::� sni ! smi; ¤«ï i = 1; :::; k;

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨§ á®àâ®¢ si1; :::; sni ¢ á®àâ smi;

- ­ ¡®à  r1; :::; rl ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 

rj � sa1 � :::� saj; ¤«ï j = 1; :::; l;

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®â­®è¥­¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.

�­®£®á®àâ­®©  «£¥¡à®© ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®£®á®àâ­ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨-

áâ¥¬  á ¯ãáâë¬ ­ ¡®à®¬ ®â­®è¥­¨©.

�à¨¬¥àë, à áá¬®âà¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥, ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â¨¯ë

¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï ¬­®£®á®àâ­ë¬¨  «£¥¡à ¬¨.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. � ®â«¨ç¨¥ ®â ¬®¤¥«¥© ¡ § ¤ ­­ëå, £¤¥

®â­®è¥­¨ï ¨£à îâ £« ¢­ãî à®«ì, ¢ â¨¯ å ¤ ­­ëå ®â­®è¥­¨ï ¯à¨­ïâ®

¯à¥¤áâ ¢«ïâì ­¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨¬ äã­ªæ¨ï¬¨ ¢

â¨¯ ¤ ­­ëå BOOLEAN. � ª¨¬ á¯®á®¡®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï â¥à¬¨­®«®£¨ç¥áª ï

®¤­®à®¤­®áâì: ®â­®è¥­¨ï ¢ â¨¯ å ¤ ­­ëå ¬ëá«ïâáï ª ª ®¯¥à æ¨¨.

�®­ïâ¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ¡ë«® ¢¢¥¤¥­® ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ¨§ãç -

«®áì ¢ á¢ï§¨ á ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬¨ § ¤ ç ¬¨ [65]. �¥à¢®­ ç «ì­® à ¡®âë ¯®

¨§ãç¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ª § «¨áì íª§®â¨ç¥áª¨¬¨ ¨ á«¨èª®¬  ¡-

áâà ªâ­ë¬¨ ¤ ¦¥ ¤«ï á ¬¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï
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¢ â¥®à¨¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¯à¨¤ «® ¥¬ã ®¡à §­®áâì ¨ ®¡®£ â¨«® ­®¢ë¬¨

§ ¤ ç ¬¨.

�à¨ à ¡®â¥ á â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¬¨ ¢ ¢¨¤¥ ¬­®£®á®àâ­ëå

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ¯à®£à ¬¬¨áâã-¯®«ì§®¢ â¥«î ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥¨§¢¥áâ-

­  (ç é¥ ¢á¥£® ¨ ­¥¢ ¦­ ) ª®­ªà¥â­ ï à¥ «¨§ æ¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë, ­® ­¥®¡å®¤¨¬® §­ ­¨¥ ¨¬¥­ ¥ñ á®áâ ¢­ëå ç áâ¥© ¨ §­ ­¨¥ ­¥ª®â®àëå

á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©, ®âà ¦ îé¨å áãé¥áâ¢® â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, á ª®-

â®àë¬¨ ¨¬¥îâ ¤¥«®. � ª®¥ §­ ­¨¥ ¯à®£à ¬¬¨áâã ¤®áâ â®ç­® ¤«ï â®£®,

çâ®¡ë § ¤ âì ¤ ­­ë¥ ¨ ®¯à¥¤¥«¨âì á¯®á®¡ ¨å ®¡à ¡®âª¨ ¢ ¯à®£à ¬¬ å, ®â-

¢«¥ª ïáì ®â ­¥áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯®¤à®¡­®áâ¥© à¥ «¨§ æ¨¨. � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ¢

â¨¯ å ¤ ­­ëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥  ¡áâà ªæ¨¨ ¤ ­­ëå, â® ¥áâì ¯¥à¥å®¤ ®â

¬­®¦¥áâ¢, ®¯¥à æ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå, ª ¨å ¨¬¥­ ¬ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­¥®¡å®¤¨¬® ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï

á¨£­ âãàë ¨ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �¨£­ âãà  � ¬­®£®á®àâ­®©  «£¥¡àë § ¤ ¥âáï

¤¢ã¬ï ­ ¡®à ¬¨:

- ­ ¡®à®¬ S = fS1; :::; Sng ¨¬¥­ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢;

- ­ ¡®à®¬ OP = fF1; :::; Fkg ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© á ãª § ­¨¥¬ â¨¯  ®¯¥à æ¨¨

¢¨¤ 

Fi : Si1 � :::� Sni ! Smi; ¤«ï i = 1; :::; k:

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¢¢¥áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥-

­¨©, ­¥®¡å®¤¨¬® ®¯à¥¤¥«¨âì ¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©

| â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ �.

�ãáâì � = (S;OP ) | á¨£­ âãà . �ãáâì ¤«ï ª ¦¤®£® á®àâ  Si ¨§ S

§ ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå Xi. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯¥à¥¬¥­­ëå X ¥áâì

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ Xi . �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® Xi ¨ Xj ­¥ ¨¬¥îâ

®¡é¨å í«¥¬¥­â®¢, ¥á«¨ á®àâ  Si ¨ Sj | à §«¨ç­ë¥ á®àâ .

�­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(X;Si) á®àâ  Si c ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå X

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. � ¦¤ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï á®àâ  Si ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ á®àâ  Si, â® ¥áâì

Xi � Term�(X;Si) ¤«ï ¢á¥å Si ¨§ S;

2. � ¦¤®¥ ¨¬ï ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  OP á®àâ  Si ï¢«ï¥âáï

â¥à¬®¬ á®àâ  Si;
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3. �«ï «î¡®£® ¨¬¥­¨ ®¯¥à æ¨¨ F ¨§ OP â¨¯ :

F : Sd1 � :::� Sdm ! Si;

¨ â¥à¬®¢ t1 2 Term�(X;Sd1); :::; tm 2 Term�(X;Sdm) á«®¢®

F (t1; :::; tm) ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ á®àâ  Si.

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à á¨£­ âãàë ¨ â¥à¬®¢ ¢ íâ®© á¨£­ âãà¥.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.5. �¨£­ âãà  â¨¯  Nat ¨¬¥¥â:

�®àâ : nat /* â.¥. S = { nat } */

�¯¥à æ¨¨: 0 -> nat; /* â.¥. OP = { 0,succ, add} */

succ: nat -> nat;

add: nat x nat -> nat;

�ãáâì fm;ng = X | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå â¨¯  nat. �®£¤  á«®¢ 

succ(0); succ(n); add(m;n); succ(add(m;n)); succ(add(0; add(m;m)))

ï¢«ïîâáï â¥à¬ ¬¨ â¨¯  TermNat(X;nat); ¯®â®¬ã çâ® ®­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ë ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1-3.

�«®¢  succ(m;n); add(0) ­¥ ï¢«ïîâáï ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¬¨ â¥à¬ ¬¨

¢ á¨£­ âãà¥ Nat, â ª ª ª ¨å ­¥«ì§ï ¯®áâà®¨âì ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1-3. �«®¢®

add(x;m) ­¥ ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ â¨¯  TermNat(X;nat); â ª ª ª x ­¥ ¢å®¤¨â ¢

¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå X = fn;mg:

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢

¬­®¦¥áâ¢® X, ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Term�(X), â® ¥áâì

Term�(X) =
[

Si2S

Term�(X;Si):

�â ª, ¬ë ®¯à¥¤¥«¨«¨ â¥à¬ë, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© á¨­â ªá¨-

ç¥áª¨¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ¢ëà ¦ îé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© á¨£­ âãàë ®â ª®­-

áâ ­â ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ â¥à¬  ¯à¨¤ âì §­ ç¥­¨ï ¢

ª ª®© «¨¡®  «£¥¡à¥ á á¨£­ âãà®© �, â® ¨ ¢á¥¬ã â¥à¬ã ¬®¦­® ®¤­®§­ ç­®

¯à¨¤ âì §­ ç¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨©

¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ãª § ­­®© ¢ â¥à¬¥.

�®«¥¥ â®ç­®. �ãáâì A |  «£¥¡à  á á¨£­ âãà®© � = (S;OP ). �®-

£¤  ¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¯¥à¥¬¥­­ëå X á®àâ®¢ S ¨ «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï

ev : X ! A; á®åà ­ïîé¥£® á®àâ , áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¤®«¦¥­¨¥ íâ®£® ®â®-

¡à ¦¥­¨ï ¢ A ­  ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(X), § ¤ ­­®¥ á«¥¤ãîé¨¬

¨­¤ãªâ¨¢­ë¬ ¯à ¢¨«®¬:
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1. ¥á«¨ â¥à¬ t | ¯¥à¥¬¥­­ ï ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X, â® ev(t) ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­®;

¥á«¨ â¥à¬ t = F| ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï, â® ev(t) = F | í«¥¬¥­â

 «£¥¡àë A, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¥© F ;

2. ¥á«¨ â¥à¬ t = F (t1; :::; ts) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ F ¨§ OP ¨

­¥ª®â®àëå â¥à¬®¢ t1; :::; ts; â®

ev(F (t1; :::; ts)) = F (ev(t1); :::; ev(ts)):

� ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© ¢ íâ®©

á¨£­ âãà¥, â® ¯à¨¬¥à®¬ â ª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤-

áâ ­®¢ª  â¥à¬®¢.

�ãáâì X = fx1; :::xng | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ x1 7! b1; :::; xn 7! bn

| á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ â¥à¬®¢ b1; :::; bn 2 Term�(X) â®£® ¦¥ á®àâ .

�®£¤  ¯®¤áâ ­®¢ª  � íâ¨å â¥à¬®¢ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥à¬ t 2 Term�(X)

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬ ¯à ¢¨«®¬:

1. �á«¨ t = xi; xi 2 X, â® �(t) = bi;

2. �á«¨ t = F (); £¤¥ F () 2 OP | ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï, â® �(t) = F ();

3. �á«¨ t = F (t1; :::; tn), â® �(t) = F (�(t1); :::�(tn)):

� ª ç¥áâ¢¥ ¤àã£®£® ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå

æ¥«ëå ç¨á¥« ª ª  «£¥¡àã ¢ á¨£­ âãà¥ Nat, ¢ ª®â®à®© ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ 0

á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç¨á«® 0, ®¯¥à æ¨¨ succ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ç¨á«ã n

ç¨á«® n+ 1,   ®¯¥à æ¨¨ add | áã¬¬  ç¨á¥«. �ãáâì X = fn;mg ¨ ev(n) =

1; ev(m) = 5: �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

ev(add(succ(n);m)) = add(ev(succ(n); ev(m)) = add(succ(ev(n)); 5) =

= add(succ(1); 5) = add(2; 5) = 7.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �à ¢­¥­¨¥¬ ¢ á¨£­ âãà¥ � = (S;OP )

­ §ë¢ ¥âáï âà®©ª  e = (X;L;R), £¤¥ X | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå, L;R

|â¥à¬ë ®¤­®£® á®àâ  ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Term�(X) ¢ á¨£­ âãà¥ �. �­®£¤ ,

¤«ï ªà âª®áâ¨, ãà ¢­¥­¨¥ e ¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì â ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ L = R, ¥á«¨

¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå X ®ç¥¢¨¤­®. �à ¢­¥­¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ �{ «£¥¡à¥

A, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ev : X ! A ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

ev(L) = ev(R) ¢ A. �á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ e ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢  «£¥¡à¥ A, â® £®¢®àïâ

â ª¦¥, çâ®  «£¥¡à  A ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î e.
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�¥¯¥àì ¬ë £®â®¢ë ª â®¬ã, çâ®¡ë ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå A ­ §ë¢ ¥âáï

âà®©ª  A = (Name;�; E) , £¤¥ Name | ¨¬ï â¨¯ , � = (S;OP ) |

á¨£­ âãpa â¨¯  ¤ ­­®£®, E = fe1; :::; eug | ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå (ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ãà ¢­¥­¨© ¢ á¨£­ âãà¥ �).

�ë ã¦¥ ¢¨¤¥«¨, çâ® ¨¬¥­®¢ ­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ¦­ë¬ áà¥¤áâ¢®¬ ¯®áâà®¥-

­¨ï ­®¢ëå â¨¯®¢. � á¨£­ âãà¥ ®âà ¦ îâáï ¨¬¥­  ®¯¥à æ¨© íâ®£® â¨¯  ¤ ­-

­ëå,   ¢ á®®â­®è¥­¨ïå âà¥¡ã¥¬ë¥ ¯à®£à ¬¬¨áâ®¬ - ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬ á¢®©áâ¢ 

®¯¥à æ¨©.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.6. �¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå Nat.

�®àâ : nat /* â.¥. S = { nat } */

�¯¥à æ¨¨: 0 -> nat; /* â.¥. OP = { 0,succ, add} */

succ: nat -> nat;

add: nat x nat -> nat;

�®®â­®è¥­¨ï: /* ¬­®¦¥áâ¢® E */

add(0,n) = n;

add(n,0) = n;

add(succ(n),m) = succ((add(n,m));

add(n,succ(m)) = succ((add(n,m));

�¥ «¨§ æ¨¥©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¨¬¥-

­ ¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ª®­ªà¥â­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , ¨¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© ª®­ªà¥â-

­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­  íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢ å.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �¨­â ªá¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®© à¥ «¨§ æ¨¥©

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A = (Name;�; E) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì­ ï  «-

£¥¡à  A á á¨£­ âãà®© � . �¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®© à¥ «¨§ æ¨¥©  ¡áâà ªâ-

­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A ­ §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à  A , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢­¥­¨ï¬

¬­®¦¥áâ¢  E.

�¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­ ï à¥ «¨§ æ¨¨ ­ §ë¢ ¥âáï â ª¦¥ ¬®¤¥«ìî  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. � ®¤­®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ¬®¦¥â

¡ëâì ­¥áª®«ìª® ¬®¤¥«¥©.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �ãáâì A ¨ A
0 ¤¢¥ ¬®¤¥«¨  ¡áâà ªâ­®£®

â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®¬®¬®àä¨§¬®¬ j : A ! A
0 ¬®¤¥«¥© ( «£¥¡à) ­ §ë¢ ¥âáï

®â®¡à ¦¥­¨¥ j ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ A ¢ ­¥áãé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A0, á®åà ­ïîé¥¥

á®àâ  í«¥¬¥­â®¢ ¨ ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£® F
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¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© OP  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A ¨ «î¡®£®

í«¥¬¥­â  ¬®¤¥«¨ A ¢¨¤  F (a1; :::; as) ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®:

j(F (a1; :::; as)) = F (j(a1); :::; j(as)):

�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, j ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, â® â ª®©

£®¬®¬®àä¨§¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� à ¨ ¬ ¥ à ë 1.7. (�¥ «¨§ æ¨¨, £®¬®¬®àä¨§¬, ¨§®¬®àä¨§¬)

� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå Nat á á¨£-

­ âãà®© � = (nat; 0; succ; add). �â® ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  N ¨ æ¥«ë¥ ç¨á« 

Integer. �à¨ íâ®¬, á®àâã nat á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¬­®¦¥áâ¢  N ¨ Integer,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,   ¨¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© 0; succ; add á®¯®áâ ¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨¨

0;+1;+ ¢ ­ âãà «ì­ëå ¨ æ¥«ëå ç¨á« å. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ íâ¨å à¥-

 «¨§ æ¨ïå ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥ á®®â­®è¥­¨ï  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå Nat,

â® ¥áâì íâ® ª®àà¥ªâ­ë¥ à¥ «¨§ æ¨¨, ¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ N ¢ Integer

á®¢¬¥áâ¨¬® á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à æ¨©, â® ¥áâì íâ® ¢«®¦¥­¨¥ | £®¬®¬®àä¨§¬

¬®¤¥«¥© Nat. � ª ª ª ¢«®¦¥­¨¥ N ¢ Integer ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®-

§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, â® íâ®â £®¬®¬®àä¨§¬ ­¥ ¨§®¬®àä¨§¬. �¡à â­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ j : Integer ! N; á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ æ¥«®¬ã ç¨á«ã ¥£®  ¡á®-

«îâ­®¥ §­ ç¥­¨¥, ­¥ £®¬®¬®àä¨§¬, â ª ª ª j(3 + (�3)) = 0 ¨ ­¥ à ¢­®

j(3) + j(�3) = 6:

�àã£ãî ¬®¤¥«ì Nat, ¨§®¬®àä­ãî N , ¤ ¥â á«¥¤ãîé ï à¥ «¨§ æ¨ï.

�®àâã nat á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á«®¢ A
� ¢ ®¤­®¡ãª¢¥­­®¬  «-

ä ¢¨â¥ A = fag. �¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© 0; succ; add á®¯®áâ ¢«ïîâáï, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®, ¯ãáâ®¥ á«®¢®, ¯à¨¯¨áë¢ ­¨¥ ª á«®¢ã ®¤­®© ¡ãª¢ë, ª®­ª â¥­ æ¨ï

á«®¢. �â®¡à ¦¥­¨¥ : A� ! N | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë© £®¬®-

¬®àä¨§¬, â® ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.

�à¨ª« ¤­ë¥ ¯à®£à ¬¬¨áâë, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥ ®â«¨ç îâ ¤¢¥ ¨§®¬®àä­ë¥

à¥ «¨§ æ¨¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, ¯®â®¬ã çâ® ¢á¥, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï

¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­® ¢ ®¤­®© à¥ «¨§ æ¨¨, ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯®áâà®¥­® ¢ ¤àã£®© à¥ «¨§ æ¨¨ (å®âï ¬®¦¥â ®â«¨ç âìáï íää¥ªâ¨¢­®áâìî

¢ë¯®«­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© ¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯ ¬ïâ¨, § ­¨¬ ¥¬®£® ¤ ­­ë¬¨). � íâ¨¬

á¢®©áâ¢®¬ á¢ï§ ­® á«¥¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥  ¡áâà ªæ¨¨ ¤ ­­ëå.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. �¡áâà ªâ­®© áâàãªâãà®© ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï

¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, § ¤ ­­ ï á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¤ ­­ëå ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¯®á®¡®¢ ¨å ®¡à ¡®âª¨ ¢ ¯à®-

£à ¬¬ å ¤®«¦­ë ãª §ë¢ âìáï «¨èì ¨¬¥­ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, ¡¥§ ááë«®ª ­  ª®­ªà¥â­ë¥ á¢®©áâ¢  à¥ «¨§ æ¨¨
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â¨¯ . �â® ¤¥« ¥â ¢®§¬®¦­ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ¯à®£à ¬¬ë ¤«ï

à ¡®âë á à §­ë¬¨ à¥ «¨§ æ¨ï¬¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå. � ª ®¡¥á¯¥ç¨-

¢ ¥âáï á¢®©áâ¢®, ª®â®à®¥ ¯à®£à ¬¬¨áâë ­ §ë¢ îâ ­¥§ ¢¨á¨¬®áâìî à ¡®âë

¯à®£à ¬¬ë ®â ä¨§¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤ ­­ëå.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ®¯¨á ­¨ïå (á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ïå)  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå ®¡ï§ â¥«ì­® § ¤ îâáï ¨¬ï â¨¯ , á¨£­ âãà  ¨ á¨áâ¥¬  á®®â­®è¥­¨©

¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, â® ¥áâì ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥  ¡áâà ªâ­®£® â ¯  ¤ ­­ëå.

�à®¬¥ â®£®, ¨­®£¤  ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ãª §ë¢ ¥âáï,   ¨­®£¤  ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â-

áï ­¥ª®â®à ï  ¡áâà ªâ­ ï áâàãªâãà  ¤ ­­ëå, â® ¥áâì ­¥ª®â®à ï à¥ «¨§ æ¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . �â® ¤¥« ¥âáï ¢

â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¯à®£à ¬¬¨áâ å®ç¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì á¢®©áâ¢  ¤ ­­ëå ¨§ ­¥-

ª®â®à®©  ¡áâà ªâ­®© áâàãªâãàë ¤ ­­ëå, ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ï á¥¡ï â®«ìª® â¥¬¨

á¢®©áâ¢ ¬¨, ª®â®àë¥ á«¥¤ãîâ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå.

� á¯à®áâà ­¥­­ë© ¯à¨¥¬ § ¤ ­¨ï  ¡áâà ªâ­ëå áâàãªâãà ¤ ­­ëå | íâ®

§ ¤ ­¨¥ ¨å ¢ ¢¨¤¥ ¨­¨æ¨ «ì­ëå ¬®¤¥«¥© [50].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì I(A)  ¡áâà ªâ­®£®

â¨¯  ¤ ­­ëå A | íâ® ¬®¤¥«ì, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬ ã­¨¢¥àá «ì­ë¬

á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ ¬®¤¥«¨ I(A) ¢ ¬®¤¥«ì A.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �á«¨ I(A) ¨ I
0(A) | ¨­¨æ¨ «ì­ë¥ ¬®¤¥«¨

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A, â® ®­¨ ¨§®¬®àä­ë.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì I(A) ¨ I
0(A) | ¨­¨æ¨ «ì­ë¥ ¬®¤¥«¨

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¨æ¨ «ì­®áâ¨

áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë:

h : I(A)! I
0(A) ¨ h0 : I 0(A)! I(A):

�®¬¯®§¨æ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ h ¨ h0 ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ I(A) ¢ I(A).

�® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­¨æ¨ «ì­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ I(A) ¢

I(A) â®«ìª® ®¤¨­, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ  ª®¬¯®§¨æ¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á â®¦¤¥-

áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  I(A) . �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª®¬¯®-

§¨æ¨ï h
0 ¨ h ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  I

0(A). �âáî¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® h | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, |

¨§®¬®àä¨§¬.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.2.[50] �«ï «î¡®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå á á®®â­®-

è¥­¨ï¬¨ â¨¯  ãà ¢­¥­¨© áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬. �  ¬­®¦¥-

áâ¢¥ â¥à¬®¢ ¡¥§ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á¨£­ âãà¥  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ¨­¤ãª-

â¨¢­® áâà®¨âáï ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­-

­ë¬ á¢®©áâ¢  ª®­£àãí­â­®áâ¨, ¨áå®¤ï ¨§ á®®â­®è¥­¨©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå. �­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢ 

â ª¨å â¥à¬®¢ ¯® ¯®áâà®¥­­®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.

�ãáâì A =< Name;�; E > | ¯à®¨§¢®«ì­ë©  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(;) c ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­-

­ëå. �®£¤ , ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

ev : Term�(;)! A;

á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã â¥à¬ã ¥£® §­ ç¥­¨¥ ¢  «£¥¡à¥ A.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ eqA ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ à â¥à¬®¢ (t1; t2) â ª¨å, çâ®

ãà ¢­¥­¨¥ t1 = t2 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå A, â® ¥áâì ev(t1) = ev(t2)

¢¥à­® ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå A.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �â­®è¥­¨¥ eqA ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨

á¢®©áâ¢ ¬¨:

1. (�¥ä«¥ªá¨¢­®áâì.) �«ï «î¡®£® â¥à¬  t 2 Term�(;) ¯ à  (t; t) 2 eqA;

2. (�¨¬¬¥âà¨ç­®áâì.) �á«¨ (t1; t2) 2 eqA; â® (t2; t1) 2 eqA;

3. (�à ­§¨â¨¢­®áâì.) �á«¨ (t1; t2) ¨ (t2; t3) 2 eqA; â® (t1; t3) 2 eqA;

4. �á«¨ (t1; t
0

1); :::; (tn; t
0

n
) 2 eqA ¨ F (t1; :::; tn) |â¥à¬ ¤«ï ­¥ª®â®à®£®

F 2 OP; â® (F (t1; :::; tn); F (t
0

1; :::; t
0

n
)) 2 eqA;

5. �á«¨ á®®â­®è¥­¨¥ (X;L;R) 2 E ¨ � : X ! Term�(;) | ¯à®-

¨§¢®«ì­®¥ ®§­ ç¨¢ ­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå â¥à¬ ¬¨ â®£® ¦¥ â¨¯ , â® ¯ à 

(��(L) = ��(R)) 2 eqA:

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ®ç¥¢¨¤­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.9. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{3,

­ §ë¢ ¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©-

áâ¢ ¬¨ 1{4, ­ §ë¢ ¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ -

¬¨ 1{5, ­ §ë¢ ¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© à ¢¥­áâ¢ ¬ E. � ª¨¬

®¡à §®¬, ®â­®è¥­¨¥ eqA | ®â­®è¥­¨¥ ª®­£àãí­æ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢

Term�(;), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â­®è¥­¨ï¬ E.
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� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.10. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �=E ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ -

«¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢ Term�(;), ¯®áâà®¥­­®¥ ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1{5,

â® ¥áâì �=E | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ®â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{5. �á«¨

â¥à¬ t 2 Term�(;), â® ç¥à¥§ [t] ®¡®§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥à¬®¢, íª¢¨-

¢ «¥­â­ëå t ¯® ®â­®è¥­¨î �=E, â® ¥áâì [t] = ft0 : t0 �=E tg.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå â¥à¬®¢ t; t
0 2 Term�(;)

¬­®¦¥áâ¢  [t1] ¨ [t2] «¨¡® á®¢¯ ¤ îâ, «¨¡® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¤«ï «î¡®£® ®â­®è¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, ¥á«¨ [t1] ¨ [t2] ¨¬¥îâ ®¡é¨© í«¥¬¥­â t, â®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, t �=E t1

¨ t �=E t2. �âáî¤ , ¨§ c¢®©áâ¢ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ á«¥¤ã¥â,

çâ® t1 2 [t2]; t2 2 [t1] ¨ [t1] = [t2]:

�¥¯¥àì ¬ë £®â®¢ë ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­¨æ¨ «ì-

­®©  «£¥¡àë.

� ª ç¥áâ¢¥ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë I(A) à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®:

I(A) = f[t] : t 2 Term�(;)g;

ª®â®à®¥ ­ §ë¢ îâ ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  â¥à¬®¢ ¯® ª®­£àãí­æ¨¨
�=E.

�¯¥à æ¨¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤¥©áâ¢ãîâ ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. �á«¨ F 2 OP | ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï,â® ¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¡ã¤¥â í«¥¬¥­â

[F ] ¢ I(A);

2. �á«¨ F (x1; :::; xn) 2 OP | n- à­ ï ®¯¥à æ¨ï ¨ [t1]; :::; [tn] 2 I(A); â®

F ([t1]; :::; [tn]) ¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬ [F (t1; :::; tn)] 2 I(A) (ª®àà¥ªâ­®áâì

íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á¢®©áâ¢®¬ 4).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, I(A) | � -  «£¥¡à . �®«¥¥ â®£®, ¡« £®¤ àï á¢®©áâ¢ã 5,

I(A) | ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­®£® A. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ  ¬®¤¥«ì

¨­¨æ¨ «ì­ .

�ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­®£® A. �®-

£¤ , ª ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ev :

Term�(;)! A; á®¢¬¥áâ¨¬®¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à æ¨©. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ t �=E t
0,

â® ev(t) = ev(t0), â ª ª ª ¢  «£¥¡à¥ A ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï E  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®íâ®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨¥ j : I(A) ! A, § ¤ ­-

­®¥ á®®â­®è¥­¨¥¬ j([t]) = ev(t), ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®. � ª ª ª ®â®¡à -

¦¥­¨¥ ev ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­® á ¨¬¥­ ¬¨ ®¯¥à æ¨©, â® j |

£®¬®¬®àä¨§¬. �£® ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï

ev, ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­®£® á ¨¬¥­ ¬¨ ®¯¥à æ¨©.
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�«¥¤áâ¢¨ï¬¨ íâ®© â¥®à¥¬ë ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯®áâà®¥­¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤ã-

îé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.5. �à ¢­¥­¨¥ t1 = t2 ¤«ï â¥à¬®¢ t1; t2 2 Term�(;)

¢ë¯®«­ï¥âáï ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ®­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1{5, â® ¥áâì, ª®£¤  ®­®

¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ ¨­¨æ¨ «ì­®© ¬®¤¥«¨.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.6. �â­®è¥­¨ï eqA ¨ �=E á®¢¯ ¤ îâ.

1.4 �à £¬¥­âë áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ª ª ¯à¨¬¥àë ¯®-

­ïâ¨©

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¢®§­¨ª îâ ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­® ®à£ ­¨§®¢ ­­ë¬¨

áå¥¬ ¬¨. � â ª¨¬ ¡ § ¬ ¤ ­­ëå ®â­®áïâáï à á¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå á

¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ «®ª «ì­ëå ¡ § ¤ ­­ëå, ­ ãç­ë¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­®©

®à£ ­¨§ æ¨¥© ®¡« áâ¥©, ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­® ®à£ ­¨§®¢ ­­ë¬¨ ®¡ê¥ªâ -

¬¨.

� â ª¨å ¡ § å ¤ ­­ëå, ¯à¥¦¤¥ ç¥¬ ®¡à â¨âìáï ª á ¬¨¬ ¤ ­­ë¬, ­¥®¡-

å®¤¨¬ ¯®¨áª ¯® áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬¥áâ  ¨ áâàãªâãàë

âà¥¡ã¥¬ëå ¯®«ì§®¢ â¥«î ¤ ­­ëå. �­ ­¨ï ® áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå âà¥¡ã¥âáï

¤«ï á®áâ ¢«¥­¨ï § ¯à®á  ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �ç¨âë¢ ï á«®¦­®áâì ¨ ¢¥«¨ç¨­ã

áå¥¬ë ¡ §ë, ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¯à®á¬®âà  ¨ á®áâ ¢«¥­¨ï § ¯à®á®¢ áå¥¬  ¡ §ë

¤ ­­ëå à §¡¨¢ ¥âáï ¯® á¬ëá«ã ­  äà £¬¥­âë.

� ¦¤ë© äà £¬¥­â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®á¬ëá«¥­­ãî ç áâì áå¥¬ë ¡ §ë

¤ ­­ëå, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­  ¢ ¤àã£¨å äà £¬¥­â å áå¥¬ë ¨ ¢

§ ¯à®á å. �¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï à §«¨ç­ëå äà £¬¥­â®¢ ¡ §ë ¤ ­­ëå ¬®¦¥â ¯à®-

¨§¢®¤¨âìáï à §«¨ç­ë¬¨ «î¤ì¬¨ | á¯¥æ¨ «¨áâ ¬¨ ¢ ®¡« áâïå §­ ­¨©, ª

ª®â®àë¬ ®â­®áïâáï ¤ ­­ë¥ äà £¬¥­âë. �®«¥¥ â®£®, ­¥ª®â®àë¥ äà £¬¥­âë

áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå, ï¢«ïîâáï áâ ­¤ àâ ¬¨, ®¡é¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ á¯¥æ¨ «¨áâ ¬

¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¬¨ ª ª ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, â ª ¨ ¢ § ¯à®á å. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥

áâ ­¤ àâ­ëå äà £¬¥­â®¢ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¯à¨ ¯à®¥ª-

â¨à®¢ ­¨¨ áå¥¬ á®¢à¥¬¥­­ëå ¡ § ¤ ­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© äà £¬¥­â®¢ áå¥¬ ¡ §

¤ ­­ëå.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.8.

�¬ï äà £¬¥­â : PERSON

�¡à §ãîé¨¥:
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PersonIdentityNo : PERSON ! INT;

Name: PERSON ! STRING;

Age: PERSON ! INT;

Children: PERSON ! Set of(PERSON);

�®®â­®è¥­¨ï: Var p1; p2 : PERSON;

IF PersonIdentityNo(p1) = PersonIdentityNo (p2) THEN

p1 = p2.

�¬ï äà £¬¥­â : STUDENT

�¡à §ãîé¨¥:

Isa: STUDENT ,! PERSON;

GroupNamber: STUDENT ! INT;

Advisor: STUDENT ! PROF;

...................................

�¬ï äà £¬¥­â : PROF

Isa: PROF ,! PERSON;

..................................

� íâ¨å ¯à¨¬¥à å ¨á¯®«ì§ãîâáï áâ ­¤ àâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå INT,

STRING. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¢ ®¯¨á ­¨ïå äà £¬¥­â®¢ áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ¬®£ãâ

¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå, ¢ª«îç ï áâàãªâãà¨à®¢ ­­ë¥

â¨¯ë ¨  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå. � ¯à¨¢¥¤¥­­ëå äà £¬¥­â å, ª ª ¨ ¢  ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯ å ¤ ­­ëå, ¢¢®¤ïâáï ¨¬¥­  ®¡« áâ¥©: PERSON, STUDENT,

PROF; ¨¬¥­  äã­ªæ¨©: PersonIdentityNo, Name, Age, Advisor, ®âà ¦ î-

é¨¥ á¢®©áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡« áâ¥©; á®®â­®è¥­¨ï. �à®¬¥

â®£®, ¢ äà £¬¥­â¥ PERSON ¨á¯®«ì§ã¥âáï ª®­áâàãªæ¨¨ Set of ¨ à¥ªãàá¨¢-

­ ï ª®­áâàãªæ¨ï Set of(PERSON). � äà £¬¥­â å STUDENT ¨ PERSON

¨á¯®«ì§ã¥âáï ª®­áâàãªæ¨ï Isa:T1 ,! T2, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ®¡« áâì T1 ª ª ¯®¤-

®¡« áâì ®¡« áâ¨ T2.

�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¤ îâ ®¡ëç­ë¥ áå¥¬ë à¥«ïæ¨®­­ëå ¡ § ¤ ­­ëå, à á-

á¬®âà¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥. � íâ®¬ á«ãç ¥, áå¥¬  ¡ §ë ¤ ­­ëå § ¤ -

¥âáï ­ ¡®à®¬ ¤®¬¥­®¢ D1; :::;Dn, ­ ¡®à®¬ áå¥¬ ®â­®è¥­¨©

R
1(a11; :::; a

1
n1
); :::; Rk(ak1; :::; a

k

nk
)

(®­¨ ­ §ë¢ îâáï ¡ §¨á­ë¬¨), £¤¥ R1
; :::; R

k | ¨¬¥­  ®â­®è¥­¨©, 1
1; :::; a

k

nk
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¨¬¥­   âà¨¡ãâ®¢, ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ®â®¡à ¦¥­¨¥¬

t : f11; :::; a
k

nk
g ! fD1; :::;Dng

®¯à¥¤¥«¥­ ¤®¬¥­ §­ ç¥­¨©. �à®¬¥ â®£®, § ¤ îâáï ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢«®¦¥­¨ï

R
j(aj1; :::; a

j

nj
) ,! Dt(a

1
) � :::�Dt(a); for j = 1; :::; k

¨ á®®â­®è¥­¨ï (§ ¢¨á¨¬®áâ¨, ®£à ­¨ç¥­¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå) ¬¥¦-

¤ã íâ¨¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢¨¤ :

f1(R
1
; . . . ; Rk) = g1(R

1
; . . . ; Rk)

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

fl(R
1
; . . . ; Rk) = gl(R

1
; . . . ; Rk);

£¤¥ fi ¨ gi | ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨©

®á­®¢­ëå ®¯¥à æ¨©.

� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤®¡­ëå á®®â­®è¥­¨© ¬®¦­® § ¯¨á âì ãá«®¢¨¥

äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª ª®£®{«¨¡®  âà¨¡ãâ  ®â ­ ¡®à  ¤àã£¨å, ¢å®-

¦¤¥­¨¥ ®¤­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¤àã£®¥ ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯ãáâ®âã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï

ª ª¨å{«¨¡® ®â­®è¥­¨© ¨ â.¤. �®®â­®è¥­¨ï, § ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ¢ ¡ §¥ ¤ ­-

­ëå, ®âà ¦ îâ ãá«®¢¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ®¡ï§ â¥«ì­®

¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï, ®âà ¦ îâ á¬ëá« ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¤ ­­ëå ¨ ¨á¯®«ì-

§ãîâáï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå.

1.5 �à¨¬¥àë ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®­ïâ¨© ¨§ ­ ãç­ëå ®¡« -

áâ¥© §­ ­¨© ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨­æ¨¯ë ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­®© ®¡à ¡®âª¨.

� á ¡ã¤ãâ ¨­â¥à¥á®¢ âì áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ®à¨¥­â¨à®-

¢ ­­ë¥, £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬, ­¥ ­  ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ ®â¤¥«ì­ëå § ¤ ç,   ­ 

á®§¤ ­¨¥  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë ® §­ ­¨ïå ¢ ­¥ª®-

â®à®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨, § â¥¬, ­   ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­ãî ¯®¤¤¥à¦ªã

¯®áâ ­®¢®ª ¨ à¥è¥­¨© ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå § ¤ ç, ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢®ª ª®â®àëå

¨á¯®«ì§ãîâáï ¯®­ïâ¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¥ ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥. �à¨ íâ®¬ §­ ­¨ï

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©, ¢ ª®â®à®©
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¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ®¤­¨å ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¤àã£¨¥, à ­¥¥ ®¯à¥-

¤¥«¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯®­ïâ¨ï.

�áâ¥áâ¢¥­­®, çâ® ®¤­ã ¨ âã ¦¥ ¯à¥¤¬¥â­ãî ®¡« áâì ¬®¦­® ¯®-à §­®¬ã

áâàãªâãà¨à®¢ âì, ¨ ã ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ ¡ëâì à §­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â-

­ë¥ (¨«¨ ­¥ á®¢á¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥) ä®à¬ë. �ë¡®à áâàãªâãà¨§ æ¨¨ ¯à¥¤-

¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ä®à¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨© ¯à¥¤¬¥â­®©

®¡« áâ¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤®«¦­®, ¢ ®á­®¢­®¬, ®¯à¥¤¥«ïâì-

áï âà ¤¨æ¨ï¬¨ ¢ íâ®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ¨áªãááâ¢®¬ ¯à®¡«¥¬­®£® á¯¥-

æ¨ «¨áâ , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥£® §­ ­¨ï.

� íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­®© ®¡à ¡®âª¨  ­ «®£¨ç­  § ¤ ç¥ ¯®¤£®â®¢ª¨ ãç¥¡­¨ª  ¯® á¯¥æ¨ «ì-

­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®© ®¡« áâ¨ §­ ­¨ï. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ âà ¤¨æ¨© ¤ ­­®©

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨© ­¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï ®¡«¥£ç¥­¨ï

¢®á¯à¨ïâ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨© ¨ ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ®¯ëâ 

á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¨ ®¡à é¥­¨¨ ª á¨áâ¥¬¥. �¨áâ¥¬ 

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¤®«¦­  ®à£ ­¨§®¢ë¢ âì ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî áà¥¤ã §­ ­¨©

¤«ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨. �â® â¥¬ ¡®«¥¥ ¢ ¦­® ¢ á«ãç ïå,

ª®£¤  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ §­ ­¨© § ­¨¬ ¥âáï ®¤­  £àã¯¯  ¯à®¡«¥¬­ëå á¯¥æ¨-

 «¨áâ®¢,   ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ §­ ­¨© | ¤àã£ ï

£àã¯¯  á¯¥æ¨ «¨áâ®¢.

�âàãªâãà¨§ æ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì à -

¡®âë á ®¡®§à¨¬ë¬¨ äà £¬¥­â ¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨©. �­  ¢ë¡¨à ¥âáï

â ª¦¥, ¨áå®¤ï ¨§ ã¤®¡áâ¢  ¢ëà ¦¥­¨ï §­ ­¨©, ¯®áâ ­®¢®ª § ¤ ç, ¯à®¢¥àª¨

¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¢ëà ¦¥­¨© ¨ «®ª «¨§ æ¨¨ ®è¨¡®ª. �¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­ 

¡ëâì ¤®áâ â®ç­® ¯®«­®©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥© íää¥ªâ¨¢­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¯®áâ -

­®¢®ª â¨¯¨ç­ëå § ¤ ç ¤ ­­®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨. �à®¬¥ â®£®, áâàãª-

âãà¨§ æ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¨ á¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© áâà®¨âáï â ª, çâ®¡ë

®¡¥á¯¥ç¨âì ãáâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨© ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨ïå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå

®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨©.

� â®çª¨ §à¥­¨ï ¯à®¡«¥¬­®£® á¯¥æ¨ «¨áâ  áà¥¤áâ¢  ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥-

­¨ï á«ã¦ â ¤«ï ¢ëà ¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨, ¤«ï

¢ëà ¦¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®­ïâ¨©, ¤«ï ¯®-

áâ ­®¢®ª § ¤ ç ¨ § ¤ ­¨ï § ¯à®á®¢ ª á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨©. �

¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ëà ¦¥­¨ï ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨¬¥îâ ¢­ãâà¥­­îî

¨­â¥à¯à¥â æ¨î, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì áªàëâ  ®â ¯®«ì§®¢ â¥«ï ¨ á«ã¦¨â ¤«ï

®à£ ­¨§ æ¨¨ íää¥ªâ¨¢­®£® ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë ¨ ¯à®¢¥àª¨ ­¥-

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ ¢¢¥¤¥­­ëå á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© ¯®­ïâ¨©.
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�à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© á®-

áâ®¨â ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯à®æ¥áá®¢:

ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¨ ¢¢®¤ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨;

ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ­¥

¢å®¤ïâ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨©, ­® ¨§¢¥áâ­ë á¯¥æ¨ «¨áâã ¨ ¯® ¥£® ¬­¥­¨î

¤®«¦­ë ¡ëâì ®âà ¦¥­ë ¢ á¨áâ¥¬¥;

¯®áâ ­®¢ª  § ¤ ç ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®-

­ïâ¨©.

�à®æ¥áá ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢ â ª®© á¨áâ¥¬¥ | íâ® ¤¨ «®£, ¢ ª®â®à®¬

á¯¥æ¨ «¨áâ ä®à¬ã«¨àã¥â ¯®áâ ¢ª¨ § ¤ ç ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨, ¨á¯®«ì§ãï

ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ª ª ¬®¤ã«¨, ¨«¨ ¢¢®¤¨â ­®¢ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¨å á¢®©-

áâ¢ .

�ãáâì, ª ¯à¨¬¥àã, ­ è  ¯à¥¤¬¥â­ ï ®¡« áâì | íâ® ¯®­ïâ¨ï èª®«ì­®£®

ãç¥¡­¨ª  ä¨§¨ª¨. �¥à¢ë© ¯à¨¬¥à á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®­ïâ¨î ¬¥å ­¨ç¥áª®¥

¤¢¨¦¥­¨¥.

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �¢¨¦¥­¨¥.

������������, �����, ���� | ®¡« áâ¨.

�¥áâ® | ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�¥áâ®: ���� � ����� ! ������������.

�® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª ¦¤®¥ ¬¥å ­¨ç¥áª®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ âà¥¡ã¥â ­ «¨ç¨ï

âà¥å ®¡« áâ¥©, ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ������������, �����, ����

¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �¥áâ®, ª®â®à®¥ ª ¦¤®¬ã â¥«ã ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ § -

¤ ¥â ¯®«®¦¥­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¯® ¯àï¬®© ®¡« áâì

������������ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬ãî, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¯® ®ªàã¦­®-

áâ¨ | ®ªàã¦­®áâì, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ | âà¥å¬¥à-

­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¡« áâì ����� ®¡ëç­® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬

¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«, ­® ¢ § ¤ ç å á ¤¨áªà¥â­®¬ ¢à¥¬¥­¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¬­®¦¥áâ¢®¬ æ¥«ëå ç¨á¥«. �¡« áâì ���� ¢ à §­ëå § ¤ ç å

â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à §­®©. � § ¤ ç å ® ¤¢¨¦¥­¨¨ ®¤­®£® â¥«  ®­  á®áâ®¨â

¨§ ®¤­®£® â¥« ,   ¢ § ¤ ç å ® ¤¢¨¦¥­¨¨ n â¥« ®¡« áâì ���� á®áâ®¨â ¨§ n

í«¥¬¥­â®¢. � «î¡®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  à¥çì ¨¤¥â ® ¬¥å ­¨ç¥áª®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨, â®

¢ë¤¥«ïîâáï ®¡« áâ¨ ������������, �����, ���� ¨ ¯®¤à §ã¬¥¢ -

¥âáï, çâ® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥, § ¤ îé¥¥ ¬¥áâ® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤«ï ª ¦¤®£®

â¥«  ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.

�à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨©, ¨áå®¤¨¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å âà¥¡®¢ ­¨© ª á¨áâ¥-

¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©:
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¬®¤ã«ì­®áâì | ¢®§¬®¦­®áâì ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ­®¢ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ § -

¯à®á®¢ ­  ®á­®¢¥ ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬ã;

®âªàëâ®áâì | ¢®§¬®¦­®áâì ¢¢¥áâ¨ ¢ «î¡®© ¬®¬¥­â ­®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¨ § ¯à®áë ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨å § â¥¬ ª ª ¬®¤ã«¨;

¯®­ïâ­®áâì | ¡«¨§®áâì ä®à¬ «ì­ëå ¢ëà ¦¥­¨© ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¨áå®¤­ë¬ ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ § ¯à®á®¢ ­  ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ï§ëª¥;

¢®§¬®¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®ªà é¥­¨© ¨ ãá«®¢­ëå ®¡®§­ ç¥­¨© ¤«ï

¯®­ïâ¨© ¨ ä®à¬ã«;

á¯®á®¡­®áâì ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ­¥¯®«­ãî ¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ãî ¨­ä®à-

¬ æ¨î.

�à®¨««îáâà¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å ¯à¨­æ¨¯®¢ ¯à¨¬¥à®¬.

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: � ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ T.

�àã£®¥ ¨¬ï: T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï.

�â®: �¢¨¦¥­¨¥. �á¯®«ì§ãîâáï: �����.

�¡à §ãîé¨¥:

T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����.

�������� | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ �����.

�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨: ����������� ! �����.

�á«¨ t1; t2 | �����, â® �«¨­  ¯ãâ¨(t1; t2) | �����.

�®ªà é¥­¨ï:

t = ���������� �������.

S = ����� ����.

V = ��������.

�®®â­®è¥­¨ï:

�á«¨ t1; t2 | �����, â® S(t1; t2) = V � t(t1; t2).

�á«¨ t1; t2; t3 | �����, â® t(t1; t3) = t(t1; t2) + t(t2; t3).

�â¢¥à¦¤¥­¨ï:

�á«¨ t1; t2 | �����, â® V = S(t1; t2)=t(t1; t2) ¨

t(t1; t2) = S(t1; t2)=V

�¤¥áì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®­ïâ¨¥ á ¤¢ã¬ï á¨­®­¨¬¨ç­ë¬¨ ¨¬¥­ ¬¨ "� ¢­®-

¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ T" ¨ "T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï". � íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ®¯à¥¤¥-

«ï¥âáï ¯®­ïâ¨¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ T .

�á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¨¬¥­ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­ëå ¯®­ïâ¨© ¨«¨

â¥à¬¨­®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï, ®§­ ç ¥â, çâ® â¥ªáâë

®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ¢­ãâà¥­­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï íâ¨å ¯®­ïâ¨© ¢ª«îç îâáï ¢ â¥ªáâ

¨ ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ä®à¬¨àã¥¬®£® ¯®­ïâ¨ï. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ íâ®
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®§­ ç ¥â, çâ® ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥

T" áâà®¨âáï ¨§ ¢­ãâà¥­­¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© à ­¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¯®­ïâ¨ï

"�¢¨¦¥­¨¥" ¨ ¡ §¨á­®£® ¯®­ïâ¨ï "�����".

�¤¥áì ­¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ä®à¬ «ì­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "�����", ­®

¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®­® á®¤¥à¦¨â ®¡« áâì "�����", ­ 

ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï (+), ¢ëç¨â ­¨ï (�), ã¬­®¦¥­¨ï

(�), ¤¥«¥­¨ï (=) ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ áâ ­¤ àâ­ë¬  ªá¨®¬ ¬ ¯®«ï. �à¥¤¯®« -

£ ¥âáï â ª¦¥, çâ®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¯®­ïâ¨ï "�����" á®¤¥à¦¨â ¬ è¨­­ë¥

ç¨á«  á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­  ­¨å.

�à¨ ¯®áâà®¥­¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥" ª

®¡à §ãîé¨¬ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬ ¯®­ïâ¨© "�¢¨¦¥­¨¥" ¨ "�����" ¤®¡ ¢«ï-

îâáï ­®¢ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨", "�«¨­  ¯ãâ¨" ¨ í«¥-

¬¥­âë "T" ¨ "�ª®à®áâì". �à¨ íâ®¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâì §­ -

ç¥­¨© ¯à¥®¡à §®¢ â¥«ï "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨" ãª § ­ë ï¢­®,   ®¡« áâì

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï:

�«¨­  ¯ãâ¨: ����������� ! �����

§ ¤ ¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ï§ëª  "�á«¨ ..., â® ...".

�ëà ¦¥­¨ï " T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����" ¨ "�������� | í«¥¬¥­â

®¡« áâ¨ �����" ®§­ ç îâ , çâ® ¢¢®¤¨¬ë¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â¥à¬¨­ë " T "

¨ "cª®à®áâì" ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â ¬¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ®¡« áâ¥© "����" ¨

"�����".

�®ªà é¥­¨ï t; S; V ï¢«ïîâáï á®ªà é¥­­ë¬¨ á¨­®­¨¬ ¬¨ ¤«ï ¨¬¥­ á®-

®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©.

�®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥

¤¢¨¦¥­¨¥" ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© à ¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã ª®¬¯®§¨æ¨ï¬¨ ­¥ª®â®àëå

¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¨ â ª¦¥ § ¤ îâáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ï§ëª  "�á«¨ ... ,

â® ... ".

� ¢¥­áâ¢ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ "ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï" ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ã-

ç¥­ë (¢ë¢¥¤¥­ë) ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨© ¯®­ïâ¨ï

"� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥", ­® ¢¢®¤ïâáï áî¤  ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®­¨ ¢®è«¨ ¢®

¢® ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï.

�á¯®«ì§ãï ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï, ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­  á«¥¤ãîé ï

§ ¤ ç .

� ¤ ç :

�¢â®¬®¡¨«ì à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï.
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t1; t2; t3 | í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ �����.

t1 =�à¥¬ï ­ ç «  ¤¢¨¦¥­¨ï.

t2 =�à¥¬ï § ¬¥à .

t3 =�à¥¬ï ª®­æ  ¤¢¨¦¥­¨ï.

t(t1; t2) = 10: S(t1; t2) = 5: S(t1; t3) = 15.

�¥¬ã à ¢­® t(t1; t3)?

�¥ªáâã íâ®© § ¤ ç¨ á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥, ª®â®à®¥

áâà®¨âáï ¨§ ¢­ãâà¥­­¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï",

£¤¥ ¢¬¥áâ® ¯ à ¬¥âà  T ¯®¤áâ ¢«¥­ â¥à¬¨­ "�¢â®¬®¡¨«ì", ¤®¡ ¢«¥­ë í«¥-

¬¥­âë t1; t2; t3 ¢ ®¡« áâ¨ ����� ¨ á®®â­®è¥­¨ï t(t1; t2) = 10, S(t1; t2) = 5,

S(t1; t3) = 15. �®¯à®á § ¤ ç¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª § ¯à®á ª ¢­ãâà¥­­¥-

¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î § ¤ ç¨. � ®â¢¥â ¢ë¤ ¥âáï í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ "�����",

à ¢­ë© t(t1; t3).

�®¦­® ¡ë«® ¡ë áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤àã£¨¥ § ¤ ç¨ á ­¥áª®«ìª¨¬¨ â¥-

« ¬¨ ¨ ¤àã£¨¬¨ ¢®¯à®á ¬¨. �®¦­® ¡ë«® ¡ë ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï à ¢­®ãáª®-

à¥­­®£® ¤¢¨¦¥­¨ï ¨ § ¤ ç¨ ­  à ¢­®ãáª®à¥­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯®  ­ «®£¨¨ á

¯à¨¢¥¤¥­­ë¬¨. �á«¨ ¡ë ¬ë § å®â¥«¨, çâ®¡ë á¨áâ¥¬  ®âá«¥¦¨¢ «  ¥¤¨­¨-

æë ¨§¬¥à¥­¨ï ä¨§¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨­, â® ­ã¦­® ¡ë«® ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï ¥¤¨­¨æë

¨§¬¥à¥­¨ï, ¢¥«¨ç¨­ë ¢à¥¬¥­¨, ¢¥«¨ç¨­ë ¤«¨­ë ¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¯à¥-

®¡à §®¢ ­¨ï "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨" ¨ "�«¨­  ¯ãâ¨" ¯à¨­¨¬ «¨ §­ ç¥­¨ï,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¢ ®¡« áâïå "�������� �������" ¨ "��������

�����",   ­¥ ¢ ®¡« áâ¨ "�����".

� ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ªà®¬¥ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ä®à-

¬ã«¨à®¢ª¨ ¤àã£¨å ¯®­ïâ¨©, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì áå¥¬ë ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¤àã£¨å ¢®¯à®á®¢ ¨«¨ ¢®¯à®-

á®¢ § ¤ ç. �à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ áå¥¬ë ¢®-

¯à®á®¢ "£¤¥?" ¨ "ª®£¤ ?".

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �¤¥ T?

�¡à §ãîé¨¥:

����, ������������ | ®¡« áâ¨.

�®«®¦¥­¨¥: ���� ! ������������.

T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����.

�¥¬ã à ¢­® �®«®¦¥­¨¥ (T)?

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �®£¤  S?

�¡à §ãîé¨¥:
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�������, ����� | ®¡« áâ¨.

�à¥¬ï: ������� ! �����.

S | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ �������.

�¥¬ã à ¢­® �à¥¬ï (S)?

�â®¡ë ¯à¨¬¥­¨âì íâ¨ ¢®¯à®áë ¢ ª®­ªà¥â­®© § ¤ ç¥ ¨«¨ ¯®­ïâ¨¨, ­ã¦­®

¯à®¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì áå¥¬ë ¢®¯à®á®¢ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ § ¤ ç¨ ¨«¨ ¯®­ïâ¨ï.

�â ª, ¯¥à¥ç¨á«¨¬ ­¥ª®â®àë¥ äã­ªæ¨¨ á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¨áâ¥¬  áâà®¨â ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¯® ¢ëà ¦¥­¨ï¬ ï§ë-

ª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¤ ­­®¥ ¯®­ïâ¨¥ ¨«¨ § ¤ çã. �âà®¨â § -

¯à®á ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢®¯à®áã § ¤ ç¨ ¨«¨ áå¥¬¥ ¢®¯à®-

á . �à®¬¥ â®£®, á¨áâ¥¬  ®áãé¥áâ¢«ï¥â «®£¨ç¥áª¨© ª®­âà®«ì §  ¯à ¢¨«ì-

­®áâìî ­ ¯¨á ­¨ï ¢ëà ¦¥­¨© ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯à¨ª« ¤­ë¬ á¯¥æ¨-

 «¨áâ®¬ ¨ ¬®¦¥â § ¤ ¢ âì ¢®¯à®áë ¯®«ì§®¢ â¥«î ¤«ï ãâ®ç­¥­¨ï ¨­â¥à-

¯à¥â æ¨¨ â¥ªáâ  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï,   â ª¦¥ ¯®áâ®ï­­® ¯à®¢®¤¨â ª®­âà®«ì ­ 

­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, ã¦¥ ¯®áâà®¥­­®£® á¨áâ¥¬®©. �¨áâ¥-

¬   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ à áè¨àï¥â â¥ªáâ ¯®«ì§®¢ â¥«ï §  áç¥â â¥ªáâ®¢ ¬®¤ã«¥©,

ãª § ­¨¥ ­  ª®â®àë¥ ¤¥« ¥â ¯®«ì§®¢ â¥«ì,   â ª¦¥ ¢ë¯®«­ï¥â ­¥®¡å®¤¨¬ë¥

á¯à ¢®ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ® â¥ªáâ å, ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬ã.
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2 � â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î

¯®­ïâ¨©

2.1 �¡é¥¥ ®¯¨á ­¨¥ ¯®¤å®¤ 

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå áà¥¤áâ¢, ª®â®à®¥ ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¤«ï

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤¥ª« à â¨¢­ëå §­ ­¨© (¯®­ïâ¨©) ¢ á¨áâ¥¬ å ¨áªãááâ¢¥­­®-

£® ¨­â¥««¥ªâ  ï¢«ïîâáï á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¥ á¥â¨. �¥¬ ­â¨ç¥áª ï á¥âì ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥â á®¡®© á¥âì á ¯®¨¬¥­®¢ ­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨. � ¬¥â®¤¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

§­ ­¨© á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¬¨ á¥âï¬¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢áïª®¥ ¤¥ª« à â¨¢­®¥

§­ ­¨¥ ¬®¦­® § ª®¤¨à®¢ âì ¢ ¢¨¤¥ á¥â¨.

� ª®© ¯®¤å®¤ ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç¥­ á¥â¥¢®¬ã ¯®¤å®¤ã ª ¬®¤¥«¨à®¢ -

­¨î ¡ § ¤ ­­ëå. �­ ¨¬¥¥â â¥ ¦¥ ¤®áâ®¨­áâ¢  ¨ ­¥¤®áâ âª¨. �á­®¢­®©

­¥¤®áâ â®ª § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¨§-§  § ª®¤¨à®¢ ­­®áâ¨ ¨­ä®à¬ æ¨¨

¢­¥è­ïï «®£¨ª  ¯®­ïâ¨© á«®¦­® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï, ¨ á ¬  ¨­ä®à¬ æ¨ï áâ -

­®¢¨âáï âàã¤­® ¤®áâã¯­®© ¯à®¡«¥¬­®¬ã á¯¥æ¨ «¨áâã.

�«ìâ¥à­ â¨¢®© á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¬ á¥âï¬ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ï¢«ï-

¥âáï ª â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤, ¨á¯®«ì§ãîé¨©  ¯¯ à â ¨ ¬¥â®¤ë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ «®£¨ç¥áª¨å ª®­áâàãªæ¨©. �®-

®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯®¤å®¤®¬, ¨á¯®«ì§ãîé¨¬ á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¥ á¥â¨, ¨ ¯à¥¤« -

£ ¥¬ë¬ ¯®çâ¨ â ª®¥ ¦¥, ª ª ¬¥¦¤ã á¥â¥¢ë¬¨ ¨ à¥«ïæ¨®­­ë¬¨ ¯®¤å®¤ ¬¨

ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢ à¥«ïæ¨®­­®¬ ¯®¤å®¤¥, ¯à¥¤-

¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯®­ïâ¨¥ (¡ §ã ¤ ­­ëå) ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à 

®¡« áâ¥©, á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨©, ­® ¨¬¥îâáï ¬¥­ìè¨¥ âà¥¡®-

¢ ­¨ï¬¨ ª ¯®«­®â¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®© ¨­ä®à¬ æ¨¨.

� â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬

à §¢¨â¨¥¬ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¡ § ¬ ¤ ­­ëå, ¤®¯®«­¥­­®£® ¨¤¥ï¬¨ ¨

¬¥â®¤ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨ [3],[72],[50],[41],

[53],[54]. �à¨ íâ®¬ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ [64],[16].

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®

¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ §­ ­¨ï ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì áâàãªâãà¨à®¢ -

­ë ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©. � ª ¦¤ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬ á¢ï§ë¢ ¥âáï ¨¬ï ¯®­ïâ¨ï,

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ §­ ­¨ï, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �¥®à¨ï ª â¥£®à¨© ¯à¥-

¤®áâ ¢«ï¥â ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¤«ï ®âà ¦¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ ¨ «®£¨ª¨

¯®­ïâ¨©. � ¦¤®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¢ íâ®¬ ¯®¤å®¤¥ á®¯®áâ ¢«ï-
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¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¯®­ïâ¨ï (ª â¥£®à¨ï), ¢ ª®â®à®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®

®âà ¦ ¥âáï ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯à¥¤¬¥â¥ ¯®­ïâ¨ï, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ®£® ¯®­ïâ¨ï,   â ª¦¥ áâà®¨âáï ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ª â¥£®à¨¨ (äà £-

¬¥­â ª â¥£®à¨¨), ¢ ª®â®à®© ®âà ¦ îâáï ã¦¥ ¨¬¥îé¨¥áï §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨, ®â®¡à ¦¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-

­® ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«î.

�à¥¤áâ¢  ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ãá«®¢­® ¬®¦­®

à §¤¥«¨âì ­  âà¨ ®á­®¢­ë¥ ç áâ¨:

- áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ (ª â¥£®à¨¨);

- áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨;

- ï§ëª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.

�á¥ âà¨ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¯®¤å®¤  á¨«ì­® á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©:

- ª â¥£®à¨ï ¨ ¥¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï § ¤ îâáï ï§ëª®¢ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨;

- ª®àà¥ªâ­®áâì ­®¢ëå ï§ëª®¢ëå ¢ëà ¦¥­¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ã¦¥ ¯®áâà®-

¥­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;

- ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ¯®«­ë¥ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬

¯®­ïâ¨¨, | íâ® ¨¤¥ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ á¢®¨å ª®-

­¥ç­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.

� ®á­®¢¥ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢

®á­®¢¥ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå, «¥¦¨â ­¥ª®â®-

àë© ­ ¡®à ®¯¥à æ¨©. �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¨å ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â ª

ª ª ®­¨ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© (á¬.,­ ¯à¨¬¥à,

[16]).

� â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨

®¯à¥¤¥«¨âì âà¥¡ã¥¬ãî ¨å ®¡à ¡®âªã. �á®¡¥­­®áâìî ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©

ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï «î¡ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­-

áâàãªæ¨© ¨§ ®¡« áâ¥©, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­ë.

�¤¨­ ï ª â¥£®à­ ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ ï ­  ®¡é¥¬ ­ -

¡®à¥ ®¯¥à æ¨©, ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨çì ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨ ¨­â¥£à æ¨¨ ¯®­ïâ¨© ¢

á¨áâ¥¬ã §­ ­¨©.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥ ¯à¥¤« £ ¥¬ëå áà¥¤áâ¢ ª â¥£®à­®£®

¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©. �¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §¤¥áì

à¥§ã«ìâ â®¢ ¡ë«¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë  ¢â®à®¬ ¢ [8], [9], [10], [11].

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à §à ¡®â ­ ¬ ª¥â ¤¨ «®£®¢®© á¨áâ¥¬ë, ®á­®¢ ­­ë©

­  ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥, ¤«ï á®§¤ ­¨ï ¡ § ¯®­ïâ¨©. � ª¥â à §à ¡®â ­ ­ 

ï§ëª¥ PDC Prolog ¨ äã­ªæ¨®­¨àã¥â ­  ¯¥àá®­ «ì­ëå ��� â¨¯  IBM PC

AT.
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2.2 � â¥£®à­ë¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ­¥ä®à¬ «ì­® ®¯¨áë¢ îâáï ­¥ª®â®àë¥ áà¥¤áâ¢  ¬ â¥¬ â¨-

ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, á«ã¦ é¨¥ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�®ç¥¬ã ¨¬¥­­® ª â¥£®à¨¨ ¢ë¡à ­ë ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨ çâ®

íâ® â ª®¥?

�á­®¢­ë¬ â¥§¨á®¬ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨©
ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢áïª®£® ¯®­ïâ¨ï ¬®¦¥â

¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à®¢ ¨¬¥­ ®¡« áâ¥©, ¨¬¥­ ¯à¥®¡à §®-

¢ ­¨© ¨ á®®â­®è¥­¨©. �à¨ íâ®¬, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥© ¬®£ãâ
¡ëâì ¨§¢¥áâ­ë ¢­ãâà¨ ¤ ­­®£® ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬®£ãâ ãâ®ç­ïâìáï ¢ ¤àã£¨å
¯®­ïâ¨ïå.

�¨à®â  ¯à¨­ïâ®£® â¥§¨á  ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥âáï â¥¬, çâ® áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå

¨  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï ¯à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ¯®­ïâ¨©. �ªá¯¥-

à¨¬¥­âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â ª ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¯®­ïâ¨ï â ª¨å ¯à¥¤¬¥â­ëå

®¡« áâ¥©, ª ª ¬¥å ­¨ª , å¨¬¨ï ¨ â.¤.

�â®ç­¨¬ â¥¯¥àì, ª ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡ï§ â¥«ì­® ®¡« ¤ îâ á®¢®ªã¯­®-

áâ¨ ¨¬¥­ ®¡« áâ¥© ¨ ®â®¡à ¦¥­¨© ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ª ª®¥ ¯®­ïâ¨¥ ¨¬¨

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï.

� ª ª ª ¨¬¥­ ¬ ®â®¡à ¦¥­¨© ¢ ª®­ªà¥â­ëå ¯à¨¬¥à å á®®â¢¥âáâ¢ãîâ

®â®¡à ¦¥­¨ï ®¤­¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¤àã£¨¥, â® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©-

áâ¢ .

�á«¨ f1 : T1 ! T2 ¨ f2 : T2 ! T3 | ¨¬¥­  ®â®¡à ¦¥­¨© â ª¨¥, çâ®

(f1) = (f2), â® áâà®¨âáï ¨¬ï f2 �

f1 ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ T1 ¢ T2, ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®â®¡à ¦¥­¨©

f1 ¨ f2 .

�®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨. �â®

§­ ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ®â®¡à ¦¥­¨© f1; f2 ¨ «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï f3 : T3 !

T4 ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

f3 � (f2 � f1) = (f3 � f2) � f1: (1)

�«ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¬­®¦¥áâ¢ à ¢¥­áâ¢® (1) «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ­  í«¥¬¥­â å.

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®© ®¡« áâ¨ T ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®-

¡à ¦¥­¨¥ id(T ) : T ! T , ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á «î¡ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨

f : T1 ! T ¨ g : T ! T2 ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :

id(T ) � f = f; g � id(T ) = g: (2)
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� â¥¬ â¨ç¥áª ï áâàãªâãà , ®¡« ¤ îé ï ®¯¥à æ¨¥© â¨¯  ®¯¥à æ¨¨ ª®¬-

¯®§¨æ¨ï á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (1) ¨ (2), ­ §ë¢ ¥âáï ª â¥£®à¨¥© [16]. � ª¨¬ ®¡à -

§®¬, á¨áâ¥¬  ¨¬¥­ ®¡« áâ¥© ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©, ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (1) ¨ (2), | íâ® ª â¥£®-

à¨ï. �¡ê¥ªâ ¬¨ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ï¢«ïîâáï ¨¬¥­  ®¡« áâ¥©,   ¬®àä¨§¬ ¬¨

| ¨¬¥­  ®â®¡à ¦¥­¨©, à áá¬®âà¥­­ë¥ á â®ç­®áâìî ¤® à ¢¥­áâ¢ .

�¡®§­ ç¨¬ íâã ª â¥£®à¨î ç¥à¥§ C. �¡ê¥ªâë íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¬ë ¡ã¤¥¬

­ §ë¢ âì ®¡« áâï¬¨. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ ¨§ ®¡« áâ¨ 1 ¢ ®¡« áâì

2 ª â¥£®à¨¨ C ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ C(T1; T2).

�«ï ãª § ­¨ï í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¨¬¥¥âáï á¯¥æ¨ «ì-

­ë© á¯®á®¡, ª®â®àë© ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨©.

�¢®¤¨âáï ®á®¡ ï ®¡« áâì �����, ª®â®à ï á®ªà é¥­­® ®¡®§­ ç ¥âáï

ç¥à¥§ I, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï ª ¦¤®© ®¡« áâ¨ T ¨§

ª â¥£®à¨¨ C áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬ ¨§ T ¢ I, ª®â®àë© ®¡®§­ -

ç ¥âáï ç¥à¥§ I(T ) : T ! I. �â® á¢®©áâ¢® ¯®«­®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥â ®¡« áâì

�����. � â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¥¥ ­ §ë¢ îâ ä¨­ «ì­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬.

�®«¥§­® â ª¦¥ ¨¬¥âì ¯ãáâãî ®¡« áâì ;, ª®â®à ï § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬

á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®© ®¡« áâ¨ ª â¥£®à¨¨ C ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢

C(;; T ) á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® ¬®àä¨§¬  ;(T ) : ; ! T . � â¥®à¨¨

ª â¥£®à¨© â ª®© ®¡ê¥ªâ ­ §ë¢ îâ ¨­¨æ¨ «ì­ë¬.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ §¤¥áì ª â¥-

£®à¨¨ C ¨¬¥îâ ®¡« áâ¨ ; ¨ I.

� â¥£®à¨ï ®¡« áâ¥© C ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®©, ¥á«¨ ®¡« áâì ;

­¥¨§®¬®àä­  ®¡« áâ¨ I. �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¥á«¨ ¯®­ïâ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ­¥-

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®© ª â¥£®à¨¥©, â® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨-

¢ë¬.

�ãáâì | ­¥ª®â®à ï ®¡« áâì ¨§ ª â¥£®à¨¨ C. �§¢¥áâ­ë¥ ¢ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨¨ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ T § ¤ îâáï ¬®àä¨§¬ ¬¨ t : I ! T ¨§ ®¡« áâ¨

����� ¢ ®¡« áâì T . �­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(I; T ) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬­®¦¥-

áâ¢ã ¢á¥å ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ T ¢ ª â¥£®à¨¨ C.

�á«¨ f : T1 ! T2 | ¬®àä¨§¬, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§¢¥áâ­ëå

í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ T1 ¢ ¨§¢¥áâ­ë¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ T2. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

¯ãáâì t : I ! T1 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ T1, â®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï

¬®àä¨§¬®¢ f � t : I ! T2 | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ T2.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦­®, çâ® ¤¢  à §­ëå ¬®àä¨§¬  ¨­¤ãæ¨àãîâ ®¤­®

¨ â® ¦¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

®¡« áâì ¢ ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ­¥ ¯®«­®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬
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¥¥ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢§ ¨¬®®â-

­®è¥­¨ï¬¨ á® ¢á¥¬¨ ®¡« áâï¬¨ ª â¥£®à¨¨ C,   ­¥ â®«ìª® ¢§ ¨¬®®â­®è¥­¨-

ï¬¨ á ®¡« áâìî �����. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ®¡« áâ¨ ¢ ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥

íâ® ­¥ ¬­®¦¥áâ¢ . �å ¬®¦­® á¥¡¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª ª ­¥¤®áâà®¥­­ë¥ ¬­®¦¥-

áâ¢ .

�®«¥¥ â®£®, ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ à ­¥¥ ¯à¨¬¥à¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¢¨¦¥­¨ï ®¡« -

áâ¨ ������������, �����, ���� ¢®®¡é¥ ­¥ ¨¬¥îâ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥-

¬¥­â®¢, â ª ª ª ¨å ­¥«ì§ï ¯®«ãç¨âì ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �â® à á¯à®áâà -

­¥­­ ï á¨âã æ¨ï ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©, ¢ ª®â®àëå ­¥¯®«­®â 

ï¢«ï¥âáï ¢ ¦­ë¬ á¢®©áâ¢®¬. � ª¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¢ à §­ëå á«ãç ïå ­ ¯®«­ïîâáï

à §­ë¬ á®¤¥à¦ ­¨¥¬. � ¯à¨¬¥à, ¯®­ïâ¨¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«­¥-

­® ¤® ¯®­ïâ¨© ¤¢¨¦¥­¨ï ¯® ¯àï¬®©, ¤¢¨¦¥­¨ï ¯® ®ªàã¦­®áâ¨, ¤¢¨¦¥­¨ï á

¤¨áªà¥â­ë¬ ¢à¥¬¥­¥¬, ¢ ª®â®àëå ®¡« áâ¨ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¨¬¥­ ¬¨ ¬®£ãâ

¨¬¥âì à §­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢.

�«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­ë ª â¥£®à¨¨

á ®¯¥à æ¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¯®§¢®«ïîâ ¯® ®¤­¨¬ ®¡« áâï¬ ¨ ¬®àä¨§¬ ¬ áâà®-

¨âì ¤àã£¨¥ ®¡« áâ¨ ¨ ¬®àä¨§¬ë. �¥ª®â®àë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª®£® â¨¯  ¡ë«¨

ã¦¥ ¢¢¥¤¥­ë | íâ® (), (), ª®â®-

àë¥ ª ¦¤®¬ã ¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ïîâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡« áâ¨, ®¯¥à æ¨ï

id(), ª®â®à ï ª ¦¤®© ®¡« áâ¨ á®¯®áâ ¢«ï¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�á«¨ (f1) = (f2), â® ®¯à¥¤¥«¥­ 

®¯¥à æ¨ï (f1; f2), ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥â ¯ à¥ ¬®àä¨§¬®¢ f1; f2
¬®àä¨§¬ f2�f1. �àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ®¯¥à æ¨© | íâ® ¢ë¤¥«¥­­ë¥ ®¡« áâ¨ I, ;,

®¯¥à æ¨¨ I(), ;(), ª®â®àë¥ ®¡« áâ¨ T á®¯®áâ ¢«ïîâ ¬®àä¨§¬ë I(T ), ;(T ).

�«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨© ­¥-

¤®áâ â®ç­®. �ã¦­ë â ª¦¥ ®¯¥à æ¨¨ â¨¯  ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ®¡« -

áâ¥©, áã¬¬ë ®¡« áâ¥©, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ®¡« áâ¥©, ä ªâ®à ®¡« áâ¥© ¨ â.¤. �à¨

íâ®¬ á«¥¤ã¥â ãç¥áâì, çâ® ®¡« áâì, ª ª ¯®ª § ­® ¡ë«® ¢ëè¥, ­¥ ®¯à¥¤¥«ï-

¥âáï á¢®¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, ¯®íâ®¬ã â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ¨å ®¯¥à æ¨© ­¥ ¯®¤å®¤ïâ.

� â¥¬ â¨ª¨ ¤ ¢­® ¨áª «¨ ª®­áâàãªæ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥®à¥â¨ª®

¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¬ ®¯¥à æ¨ï¬, ­® ­¥ ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥©. � ª ï

à ¡®â  ¡ë«  ¯à®¤¥« ­  ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©. �®ç­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â ª¨å

ª®­áâàãªæ¨© ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [16].

�«ï ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à æ¨î ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. �¥ª à-

â®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T1 � T2 ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢ T1, T2 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ â¥®à¨¨

¬­®¦¥áâ¢ ä®à¬ã«®©: T1 � T2 = f(t1; t2) : t1 2 T1; t2 2 T2g. � ª ª ®¯à¥¤¥-
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«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡« áâ¥© T1; T2, ¥á«¨ ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥© ¨§¢¥áâ-

­ë? �¬¥¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¢ à¨ ­â ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

�ãáâì T1; T2 | ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ C. �¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T1 � T2

| íâ® ®¡ê¥ªâ ¢¬¥áâ¥ á ¬®àä¨§¬ ¬¨ (¯à®¥ªæ¨ï¬¨) pr1 : T1 � T2 ! T1 ¨

pr2 : T1�T2 ! T2, ®¡« ¤ îé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¤«ï «î¡®© ¯ àë

¬®àä¨§¬®¢ f1 : T ! T1, f2 : T ! T2 ¥áâì ¬®àä¨§¬ (f1; f2) : T ! T1 � T2,

ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¤ ¥â à ¢¥­áâ¢  pr1 � (f1; f2) = f1 ¨

pr2 � (f1; f2) = f2, ¨, ­ ®¡®à®â, «î¡®© ¬®àä¨§¬ ¢¨¤  f : T ! T1 � T2

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ f = (pr1 � f; pr2 � f).

� íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ § ¤ ¥âáï ­ -

¡®à®¬ ®¯¥à æ¨©: ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ T1 � T2, ¯à®¥ªæ¨¨ pr1(T1; T2),

pr2(T1; T2), ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬®àä¨§¬®¢ (f1; f2), ª®â®àë¥ ¯® ®¡« áâï¬ T1; T2

¨ ¬®àä¨§¬ ¬ f1; f2 áâà®ïâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡ê¥ªâ ¨ ¬®àä¨§¬ë. �à®¬¥

â®£®, § ¤ îâáï ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

�å®¤­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ë  ­ «®£¨ ¬­®£¨å ¤àã£¨å â¥-

®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­áâàãªæ¨©. � â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© (á¬., ­ ¯à¨-

¬¥à [16]) ®¯à¥¤¥«¥­ ­¥ª®â®àë© ­ ¡®à ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©, ¬®¤¥«¨àãî-

é¨å ¯®«­ë© ­ ¡®à ®¡ëç­ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨©. � â¥¬ -

â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ á íâ®© á¨áâ¥¬®© ®¯¥à æ¨© ­ §ë¢ ¥âáï ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

â®¯®á®¬.

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®

áâ ­¤ àâ­®© ª â¥£®à­®© ¨¤¥®«®£¨¥©, ®¡« áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ®¡ê¥ªâ ¬¨,

®â®¡à ¦¥­¨ï | ¬®àä¨§¬ ¬¨, ®â­®è¥­¨ï | ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨,   ¯à¥¤¨ª âë |

¬®àä¨§¬ ¬¨ ¢ ¢ë¤¥«¥­­ë© ®¡ê¥ªâ 
, ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ª« áá¨ä¨ª â®-

à®¬ ¯®¤®¡¥ªâ®¢. �¡ê¥ªâ 
 ¨¬¥¥â ¤¢  ¢ë¤¥«¥­­ëå í«¥¬¥­â  true : I ! 


¨ false : I ! 
. �¢®¥ ­ §¢ ­¨¥ ®¡ê¥ªâ 
 ¯®«ãç¨« ¢ á¢ï§¨ á âà¥¡®¢ ­¨¥¬,

çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  A � B áãé¥áâ¢®¢ « ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© "å à ª-

â¥à¨áâ¨ç¥áª¨©" ¬®àä¨§¬ �(A) : B ! 
, ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ª®â®à®£®, â®

¥áâì ¯à¥¤¥« ¤¨ £à ¬¬ë

B

# �(A)

I
true

! 


á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ A.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ®¡ê¥ªâ 
 ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¤àã£¨¥ í«¥¬¥­âë I ! 
,
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®â«¨ç­ë¥ ®â true ¨ false, â® ¥áâì ¤àã£¨¥ §­ ç¥­¨ï ¨áâ¨­­®áâ¨, á¢ï§ ­­ë¥

á ­¥¯®«­®â®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¢ ¤ ­­®© ª â¥£®à¨¨. � á¢ï§¨ á

íâ¨¬ ®¡ê¥ªâ 
 ¡ã¤¥â â ª¦¥ ­ §ë¢ âìáï ®¡« áâìî ¨áâ¨­.

2.3 �®­¥ç­ë¥ § ¤ ­¨ï ª â¥£®à¨© ¨ ª®­¥ç­ë¥  ¯-

¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨©

�  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ â®¯®á¥ ¤«ï ª ¦¤®©  ªá¨®¬ë í«¥¬¥­â à­®£® â®¯®á  ¢¬¥-

áâ® âà¥¡®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¡ê¥ªâ  ¨«¨ ¬®àä¨§¬  á âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©-

áâ¢ ¬¨ ¯®« £ ¥âáï, çâ® íâ®â ®¡ê¥ªâ ¨«¨ ¬®àä¨§¬ áâà®¨âáï á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥© ®¯¥à æ¨¥©. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë á®¯®áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã

¯®­ïâ¨î § ¤ îâáï ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®-

®â­®è¥­¨©. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª¨å â®¯®á®¢ á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨ï.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á 

¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¢¨¤  P1 ^ ::: ^ Pn ! P ,

£¤¥ Pi | í«¥¬¥­â à­ë¥ ä®à¬ã«ë, ¢ëà ¦ îé¨¥ «¨¡® à ¢¥­áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢,

«¨¡® à ¢¥­áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢,   P | â ª¦¥ «¨¡® à ¢¥­áâ¢®, «¨¡® ãá«®¢¨¥

¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ®¤­®© ¨§ ®¯¥à æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­®á¨â â¥å­¨ç¥áª¨© å à ªâ¥à ¨ §¤¥áì ­¥

¯à¨¢®¤¨âáï. �­® á®áâ®¨â ¢ ¢¢®¤¥ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨ ¬®àä¨§¬ ¬¨,

âà¥¡ã¥¬ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â®¯®á  ¨ ¯à®¢¥àª¥ â®£®, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï ­ ª« -

¤ë¢ ¥¬ë¥ ¢  ªá¨®¬ â¨ª¥ â®¯®á  ­  á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

¨ ãá«®¢¨ï ¨å ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ¨¬¥îâ å®à­®¢áª¨© ¢¨¤.

� ª ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [54]), áà¥¤¨ ¬®¤¥«¥© â¥®à¨¨ á  ªá¨®¬ ¬¨,

§ ¤ ­­ë¬¨ ¢ ¢¨¤¥ å®à­®¢áª¨å ä®à¬ã«, ¢á¥£¤  ­ ©¤¥âáï ­ ¨¬¥­ìè ï (¨­¨-

æ¨ «ì­ ï) ¬®¤¥«ì, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯®áâà®¥­  ª ª ä ªâ®à

¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢ ¨§ ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© ¯® ¨­¤ãªâ¨¢-

­® ¯®áâà®¥­­®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  â¥à¬ å. �â  ª®­áâàãªæ¨ï

¯®§¢®«ï¥â § ¤ ¢ âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥-

¬ë¬ ¯®­ïâ¨ï¬, ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å | ¨¬¥­ ¬¨ ®¡« áâ¥©,

®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨© | ¨ ª®­¥ç­ë¬ ­ ¡®à®¬ á®®â­®è¥­¨© ¢ ¢¨¤¥ å®à-

­®¢áª¨å ä®à¬ã« ®â­®á¨â¥«ì­® à ¢¥­áâ¢ .

�¤­ ª® âà¥¡®¢ ­¨¥ ¬ è¨­­®© à¥ «¨§ æ¨¨ íâ¨å ª â¥£®à¨© ¯à¥¤êï¢«ï¥â

¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ âà¥¡®¢ ­¨ï ª ª®­¥ç­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, â®ç­® â ª¨¥ ¦¥, ª ª

ª ¬ è¨­­®© à¥ «¨§ æ¨¨ æ¥«ëå ç¨á¥«: ¢®§¬®¦­® ª®­¥ç­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®-
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¦¥áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥«, ­® ¢ ¬ è¨­¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ ¬ -

è¨­­ëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �­ «®£¨ç­®

¢®§­¨ª ¥â § ¤ ç  ® ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨©, â.¥. ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

ª â¥£®à¨© ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ á ­¥ª®â®à®© â®ç­®áâìî.

�à¨¬¥à ¬¨ ª®­¥ç­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ª®­¥ç­® § ¤ ­­ëå ª â¥£®à¨© ï¢«ï-

îâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  â¥à¬®¢ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¨ ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤®â­®è¥­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ¯®«ãç¥­­ë¥ ­  ª ª®¬-«¨¡® ª®­¥ç­®¬ è £¥ ¨­¤ãªâ¨¢­®£®

¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï áç¨â ¥âáï ¡®«¥¥ â®ç­®©, ¥á«¨ ®­ 

¯®«ãç¥­  ­  ¡®«¥¥ ¯®§¤­¥¬ è £¥ ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ª â¥£®à¨ï, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î,

ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «ì­ë¬ (ª ª ¯à ¢¨«®, ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¨ á  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥-

à §à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© à ¢¥­áâ¢ ) ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬, ®âà ¦ î-

é¨¬ ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯®­ïâ¨¨,   ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï íâ®© ª â¥£®à¨¨

®âà ¦ ¥â §­ ­¨ï ¯®«ãç¥­­ë¥ ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨ ¨ ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì-

§®¢ â¥«î. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® "å®à®è¨¥"  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á®¤¥à¦ â ¢á¥,

çâ® ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ ®¡à é¥­¨¨ ª  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢ "å®à®è¨å" á¨áâ¥¬ å ¨¬¥îâáï

¢®§¬®¦­®áâ¨ à áè¨à¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ¥á«¨ ¢ íâ®¬ ¢®§­¨ª­¥â ­¥®¡å®¤¨-

¬®áâì, ¯® å®¤ã ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨«¨ á ¬¨¬ ¯®«ì§®¢ -

â¥«¥¬, ¨áå®¤ï ¨§ §­ ­¨© ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨. �  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ïå ¤®«¦­ë

¡ëâì ®âà ¦¥­ë ã¦¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®«¥§­ë¥ §­ ­¨ï, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢¢¥¤¥-

­ë ¢ á¨áâ¥¬ã ¢ ¢¨¤¥ â¥®à¥¬ ¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢, «¨¡® ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ ¢¨¤¥

¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢.

�á®¡ ï à®«ì ¨¬¥¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ â¥à¬®¢. � ª ª ª ª â¥£®à¨ï C ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢®¬

â¥à¬®¢ ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, â® ¢®§­¨ª ¥â § ¤ ç 

® ª ­®­¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ®¡« áâ¥© ¨ ¬®àä¨§¬®¢ ª â¥£®à¨¨ C áà¥¤¨

íª¢¨¢ «¥­â­ëå â¥à¬®¢.

�®ïá­¨¬ íâã § ¤ çã ­  ¯à¨¬¥à¥. �á«¨ ¢ ª â¥£®à¨¨ C ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï

â¨¯ ¤ ­­ëå æ¥«ë¥ ç¨á« , â® ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥-

­¨© ¨¬¥îâáï á«¥¤ãîé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï: 2�10+4; (8+4)�2; 3�8.

�¤­ ª®, ª®£¤  ¬ë á¯à è¨¢ ¥¬, ç¥¬ã à ¢­® (8 + 4) � 2, â® ¢ ®â¢¥â å®â¨¬

¯®«ãç¨âì ®¤¨­ ¢ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¢ëà ¦¥­¨©,

á®¤¥à¦ é¨å ¢ëà ¦¥­¨¥ (8+4) � 2. �ëç¨á«¨âì  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥

(8 + 4) � 2, íâ® §­ ç¨â ¢ë¤ âì ¡®«¥¥ ¯à®áâ®¥ (¢ ª ª®¬-â® á¬ëá«¥) ¨«¨ ª -

­®­¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, à ¢­®¥ ¤ ­­®¬ã. �á«¨ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

 à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¥áâì ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ¤¥áïâ¨ç­®¬ ¨áç¨á«¥-
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­¨¨, â® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ®¦¨¤ ¥¬ ¯®«ãç¨âì 2 � 10 + 4. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¨á-

ç¨á«¥­¨ï ¤àã£ ï, ­ ¯à¨¬¥à ¢®áì¬¥à¨ç­ ï â® à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â 3 � 8. � ª¨¬

®¡à §®¬, ¯®­ïâ¨¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ â¥á­® á¢ï§ ­® á ¯®­ïâ¨¥¬ ª ­®­¨ç¥-

áª®© á¨áâ¥¬ë â¥à¬®¢.

�ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå (á¨­®­¨¬¨ç­ëå) â¥à¬®¢

¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¥áªà¨¯â®à®¬ ¨«¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ â¥à¬®¬ íâ®£® ª« áá . �

â¥®à¨¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯ å ¤ ­­ëå ¥£® ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì

ª ­®­¨ç¥áª¨¬ [46, 27].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ C � Term�(;) ­ §ë¢ ¥âáï

ª ­®­¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© â¥à¬®¢  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå

A =< Name;�; E >, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

¤«ï ¢áïª®£® t 2 Term�(;) áãé¥áâ¢ã¥â c 2 C â ª®©, çâ® t �=E c;

¤«ï «î¡ëå c1; c2 2 C ¨§ á®®â­®è¥­¨ï c1
�=E c2 á«¥¤ã¥â, çâ® â¥à¬ë c1 ¨

c2 á®¢¯ ¤ îâ.

� ¥ ® à ¥ ¬   2.2. �á«¨ C | ª ­®­¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  â¥à¬®¢, â®

®â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ í«¥¬¥­âã c 2 C ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨

[c] 2 I(A), ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.2. �ëç¨á«¥­¨¥¬ §­ ç¥­¨© â¥à¬®¢ ¢ I(A)

¯à¨ ¢ë¡à ­­®© ª ­®­¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ â¥à¬®¢ C ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªæ¨ï calc :

Term�(;)! C, á®¯®áâ ¢«ïîé ï t 2 Term�(;) í«¥¬¥­â calc(t) 2 C â ª®©,

çâ® t �=E calc(t).

� ª ª ª ¢ëç¨á«¥­¨¥ â¥à¬®¢ ¤®«¦­® ¯à®¢®¤¨âìáï ­  ¬ è¨­¥, â® å®â¥«®áì

¡ë ¨¬¥âì  «£®à¨â¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ calc. �¤­ ª® ¤®ª § ­®,

çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ â ª®£®  «£®à¨â¬  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �¬¥îâáï ¯à¨¬¥àë

 «£¥¡à, § ¤ ­­ëå ª®­¥ç­®© á¨£­ âãà®© ¨ ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¯à¥¤¥«ï-

îé¨å á®®â­®è¥­¨©, ¤«ï ª®â®àëå ¯à®¡«¥¬  à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå â¥à¬®¢  «£®-

à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥à §à¥è¨¬ . �®íâ®¬ã ¬®¦­® ­ ¤¥ïâìáï ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ¥¤¨­®©

â¥å­¨ª¨ ¢ëç¨á«¥­¨© «¨èì ¤«ï á«ãç ¥¢, ª®£¤  íâ® ¢®§¬®¦­®, «¨¡® ¬®¦­®

¯®«ãç¨âì «¨èì ç áâ¨ç­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥, ª®£¤  á¨áâ¥¬  â¥à¬®¢ ãâ®ç­ï¥â-

áï ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯®¯®«­¥­¨ï §­ ­¨© ®¡ ¨§¢¥áâ­ëå á®®â­®è¥­¨ïå ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥

â¥à¬®¢.

�®íâ®¬ã ¢ë¤¥«¥­¨¥ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¯à®¨§¢®-

¤¨âáï «¨¡® ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬ á¨áâ¥¬ë ª ª ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯®­ïâ¨ï, â ª ¨ ¢

¤¨ «®£¥ á á¨áâ¥¬®© ¢® ¢à¥¬ï ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë, «¨¡®  ¢â®-

¬ â¨ç¥áª¨ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. � ¯®á«¥¤­¥¬

á«ãç ¥ ¢ë¤¥«¥­¨¥ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¬®¦¥â ¯à®¨áå®¤¨âì, ­ ¯à¨¬¥à, ¯® á«¥¤ã-
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îé¥¬ã ¯à ¢¨«ã: â¥à¬ ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à®¬ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª -

â¥£®à¨¨, ¥á«¨ ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ¥¬ã ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ â¥à¬ë

¯®«ãç¥­ë ­  ¡®«¥¥ ¯®§¤­¨å è £ å ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨.

�à¥¤¨ á¯®á®¡®¢ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ ¢ë¤¥«ïîâ ¤¢  á¯®á®¡ : ¢ëç¨á«¥­¨¥

á­¨§ã ¯® è £ ¬ ¢ â®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ª ª íâ® ãª § ­® ¢ â¥à¬¥, ¨

¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨¥ â¥à¬®¢ | ã¯à®é¥­¨¥ ¨å ¤® ª ­®­¨ç¥áª®£® ¢¨¤ .

� ¯¥à¢®¬ á¯®á®¡¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äã­ªæ¨ï calc() ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ 

­  â¥à¬ å ¢¨¤  F (), £¤¥ F| ¨¬ï ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨, ¨ â¥à¬ å ¢¨¤ 

F (c1; :::; cn), £¤¥ F| ¨¬ï n- à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¨ c1; :::; cn 2 C. �«ï ª®­¥ç­®£®

äà £¬¥­â   «£¥¡àë ¨«¨ ª â¥£®à¨¨ íâ  äã­ªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢

­¥ª®â®à®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �®£¤  ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ â¥à¬¥ ¢¨¤  F (t1; :::; tn), £¤¥

t1; :::; tn 2 Term�(;), äã­ªæ¨ï calc ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬

¯à ¢¨«®¬:

calc(F (t1; :::; tn)) = F (calc(t1); :::; calc(tn)):

�¬¥­­® íâ¨¬ á¯®á®¡®¬ ®¡ëç­® ¢ëç¨á«ïîâáï §­ ç¥­¨ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å

¢ëà ¦¥­¨©.

�¡ê¥¬ë ¤ ­­ëå, ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï åà ­¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨

¢ â ª®¬ ¢¨¤¥, ¬®£ãâ ¡ëâì ®ç¥­ì ¢¥«¨ª¨, ¯®íâ®¬ã ¢®§­¨ª ¥â ¯à®¡«¥¬ 

åà ­¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¢ ¯ ¬ïâ¨ ���. �à¥¤áâ ¢«ï¥âáï, çâ® íâ® åà ­¥­¨¥

¤®«¦­® ¡ëâì ®à£ ­¨§®¢ ­® áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¡ § ¤ ­­ëå.

�á«¨ â ª®© á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤êï¢«ï¥âáï â¥à¬ ª â¥£®à¨¨ C, â®, ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­® ¯à¨¬¥­ïï ®¯¥à æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¢ ¯®àï¤ª¥, ãª § ­­®¬ â¥à¬®¬, á¨áâ¥-

¬ , ¨á¯®«ì§ãï â ¡«¨æë à¥§ã«ìâ â®¢ ®¯¥à æ¨©, ­ ©¤¥â ¤¥áªà¨¯â®à, á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¨© â¥à¬ã, ¥á«¨ ®­ ¢å®¤¨â ¢ ¤ ­­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ª â¥£®à¨¨.

�«ï ¯à®¢¥àª¨ à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå â¥à¬®¢ á¨áâ¥¬  ¢ëç¨á«ï¥â ¤¥áªà¨¯â®àë íâ¨å

â¥à¬®¢ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ ¤¥áªà¨¯â®àë á®¢¯ ¤ îâ, â® â¥à¬ë

íª¢¨¢ «¥­â­ë. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®­¨ ­¥ íª¢¨-

¢ «¥­â­ë.

�àã£®© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ¯®­ïâ¨ïå ¯®¤áâ -

­®¢ª¨ â¥à¬®¢ ¢ â¥à¬, ¯®¤â¥à¬  ¨ á¨áâ¥¬ë ¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢.

� [25] ¤ ­ ®¡§®à â¥®à¨¨ á¨áâ¥¬ ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢. �â  â¥®à¨ï ¡ë« 

ãá¯¥è­® ¯à¨¬¥­¥­  ¢ á¨áâ¥¬¥ AFFIRM [27] ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨© ¢ ¨­¨æ¨ «ì­ëå

¬®¤¥«ïå  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå.

� ª®­ªà¥â­ëå à¥ «¨§ æ¨ïå á¨áâ¥¬ ¨á¯®«ì§ãîé¨å ¤ ­­ë© ¯®¤å®¤, ¢®§-

¬®¦­ë à §«¨ç¨ï ¢ ¢ë¡®à¥ â®£®, ª ª ï ç áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®

åà ­¨âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ¢¨¤¥,   ª ª ï ç áâì ¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¯à -
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¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï. �â® á¢ï§ ­® á íää¥ªâ¨¢­®áâìî á¨áâ¥¬ë ¨ á ª®­áâàãª-

â®àáª¨¬¨ á®®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¨ §­ ­¨ï¬¨ ¢ ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥-

¬®¬ ¯®­ïâ¨¨. � «î¡®¬ á«ãç ¥, ­  § ¯à®áë ¯®«ì§®¢ â¥«¥© á¨áâ¥¬  ¤®«¦­ 

¢ë¤ ¢ âì ®â¢¥âë ¢ ¢¨¤¥ ¢ëà ¦¥­¨© ¨§ ¤¥áªà¨¯â®à®¢.

�¥¯¥àì ­¥áª®«ìª® á«®¢ ® § ¯à®á å ª  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¨ ¯®áâà®-

¥­¨¨ ®â¢¥â®¢. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï ¯à¨¬¥à  á«¥¤ãîé¨¥ § ¯à®áë: "�¥¬ã à ¢­®

A?","� ¢­ë A ¨ B?", "� ª¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ D ¨§¢¥áâ­ë á¨áâ¥¬¥?". �

íâ¨å § ¯à®á å A;B | â¥à¬ë, § ¤ îé¨¥ ®¡« áâì ¨«¨ ¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨¨

C,   D | â¥à¬, § ¤ îé¨© ®¡« áâì ¢ C.

�â¢¥â®¬ ­  ¯¥à¢ë© ¢®¯à®á ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à â¥à¬  A ¢ ¤ ­­®©

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ A ­¥ ¢å®¤¨â ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î, â® á¨áâ¥¬  ­ ©¤¥â

¯¥à¢®¥ ­¥¨§¢¥áâ­®¥ ¥© ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ â¥à¬¥ A ¨ ¢ë¤ áâ ¢ ®â¢¥â

á®®¡é¥­¨¥, çâ® §­ ç¥­¨¥ â¥à¬  A ­¥¨§¢¥áâ­®, â ª ª ª ­¥¨§¢¥áâ­® §­ ç¥­¨¥

â ª®©-â® ®¯¥à æ¨¨ ­  â ª¨å-â® ¤¥áªà¨¯â®à å.

�â®à®© ¢®¯à®á à á¯ ¤ ¥âáï ¤«ï á¨áâ¥¬ë ­  á«¥¤ãîé¨¥ ¢®¯à®áë: "�¥¬ã

à ¢­® A?", "�¥¬ã à ¢­® ?", "�®¢¯ ¤ îâ ¤¥áªà¨¯â®à A ¨ ¤¥áªà¨¯â®à B".

� ®â¢¥â ­  âà¥â¨© ¢®¯à®á, ¥á«¨ ¤¥áªà¨¯â®à D ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à®¬

®¡« áâ¨, ¢ë¤ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¯®¤®¡« áâ¥© ®¡« áâ¨ D,

¨§®¬®àä­ëå �����.

�ç¨âë¢ ï ¢ëà §¨â¥«ì­ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ®¯¥à æ¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª -

â¥£®à¨©, ã¦¥ íâ¨ â¨¯ë § ¯à®á®¢ ¯®§¢®«ïîâ ¯®áâà®¨âì ¡®«ìè®¥ à §­®®¡à -

§¨¥ § ¯à®á®¢ ª á¨áâ¥¬¥. � ¯à®á â¨¯  "�¥¬ã à ¢­® A?" ¯®§¢®«ï¥â, ­ ¯à¨-

¬¥à, ¯à®¢®¤¨âì ¢ëç¨á«¥­¨ï ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ â¥à¬®¢. � áâ­ë¬ á«ãç ¥¬

§ ¯à®á  "� ¢­ë A ¨ B?" ï¢«ï¥âáï § ¯à®á ®¡ ¨áâ¨­­®áâ¨ § ¬ª­ãâ®© ä®à-

¬ã«ë ¢ ª â¥£®à¨¨ C ( ¯à¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ «®£¨ª ¢ â®¯®á å, § ¬ª­ãâ®©

ä®à¬ã«®© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­ §ë¢ ¥âáï â¥à¬, § ¤ îé¨© ¬®àä¨§¬ ¨§ ®¡« -

áâ¨ ����� ¢ ®¡« áâì ¨áâ¨­ 
 [16]). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ § ¯à®á¥ ­ã¦­®

¯®«®¦¨âì A = ¨ B = | ¢ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ®¡« áâ¨ 
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ï§ëª § ¯à®á®¢ ¢å®¤¨â «î¡ ï § ¬ª­ãâ ï ä®à¬ã«  ï§ëª 

ª â¥£®à¨©, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å

á®®â­®è¥­¨© ª â¥£®à¨¨.

� § ¯à®áã â¨¯ : "� ª¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ D ¨§¢¥áâ­ë á¨áâ¥¬¥?", ®â-

­®áïâáï § ¯à®áë: "�ë¤ âì ¢á¥å ¯®áâ ¢é¨ª®¢ § ¢®¤  X", £¤¥ D | ®¡« áâì

"¯®áâ ¢é¨ª¨ § ¢®¤  X", ¨«¨ § ¯à®áë: "�ë¤ âì ¢á¥ å¨¬¨ç¥áª¨¥ í«¥¬¥­âë,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î P", £¤¥ D | íâ® ®¡« áâì "å¨¬¨ç¥áª¨¥ í«¥¬¥­-

âë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î P".

�á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ § ¯à®áë ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ § ¯à®á®¢ ª
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à¥«ïæ¨®­­®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå, "åà ­ïé¥©"  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ª â¥£®à¨¨ C ¢ ¢¨-

¤¥ ­ ¡®à  ®â­®è¥­¨© (¤«ï ª ¦¤®© ª â¥£®à­®© ®¯¥à æ¨¨ á¢®¥ ®â­®è¥­¨¥)

¬¥¦¤ã ¤¥áªà¨¯â®à ¬¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦¥­ ¯à®¨§¢®«ì­ë© § ¯à®á

ï§ëª  § ¯à®á®¢ à¥«ïæ¨®­­®© ¬®¤¥«¨ ª íâ®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �â¢¥â ¬¨ ­  â -

ª¨¥ § ¯à®áë ï¢«ïîâáï ®â­®è¥­¨ï ¨§ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨,

¯®«ãç îé¨¥áï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© § ¯à®á  ª ¡ §¨á­ë¬ ®â-

­®è¥­¨ï¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �â­®è¥­¨ï - ®â¢¥âë âà ªâãîâáï ª ª ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢

¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­ ¡®àë ¤¥áªà¨¯â®à®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬

§ ¯à®á . �ãáâë¥ ®â­®è¥­¨ï âà ªâãîâáï ª ª "­¥¨§¢¥áâ­®".
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3 �¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ ¯ à ¬¥-

âà¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå

� ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ­¥ª®â®à®¥ ®¡é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï

®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ à ¬ª å  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤  ª â¨¯ ¬

¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨ [12], [52], [53].

�ãáâì ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¬®¤¥«¨ A ¨ A
0  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A (á¬.

®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.4, 1.5 íâ®© £« ¢ë ). � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ h : A ! A
0 ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¬®¤¥«¥© ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® ¯¥à¥¢®¤¨â äã­ªæ¨¨ ¨ ®â­®è¥­¨ï ®¤­®© ¬®¤¥«¨ ¢ á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¨¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ®â­®è¥­¨ï ¤àã£®© ¬®¤¥«¨.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.1. �¯¥à æ¨¥© � ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨§ ­ ¡®à   ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå A1; :::;An ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B ­ §ë¢ ¥âáï

á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ­ ¡®à ¬ ¬®¤¥«¥© A1; :::; An, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  ¡áâà ªâ­ë¬

â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå A1; :::;An, ­¥ª®â®à®© ¬®¤¥«¨ �(A1; :::; An)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå B. �à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë â ª®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï«®

á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâ¨: ¯® ­ ¡®àã h = (h1; :::; hn) ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¢ h1 : A1 ! A
0

1; :::; hn : An ! A
0

n
¬¥¦¤ã ¬®¤¥«ï¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢

¤ ­­ëå ®¯¥à æ¨ï áâà®¨â ¨§®¬®àä¨§¬ �(h1; :::; hn) ¬¥¦¤ã à¥§ã«ìâ â ¬¨ |

¬®¤¥«ï¬¨ �(A1; :::; An) ¨ �(A0

1; :::; A
0

n
)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B. �à¥-

¡ã¥âáï, ªà®¬¥ â®£® , çâ®¡ë íâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ h 7! �(h) ¡ë«® äã­ªâ®à¨-

 «ì­ë¬, â.¥. â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ¨§®¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ï«áï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë©

¨§®¬®àä¨§¬,   ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ - ª®¬¯®§¨æ¨ï ¨§®¬®àä¨§¬®¢.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à æ¨ï � ¯® à¥ «¨§ æ¨ï¬ A1; :::; An  ¡áâà ªâ­ëå â¨-

¯®¢ ¤ ­­ëå A1; :::;An áâà®¨â à¥ «¨§ æ¨î B  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B,

  ¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâì ®§­ ç ¥â, çâ® ¯® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨î í«¥¬¥­â®¢ ¨áå®¤­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ®­  ¤®«¦­  ¯®áâà®¨âì ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ¢ à¥§ã«ì-

â â¥ ®¯¥à æ¨¨.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¡ëç­ë¥ ª®­áâàãªæ¨¨ áâàãªâãà­ëå â¨¯®¢ â ª¨¥,

ª ª ARRAY , RECORD,SETOF , LIST OF T ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢

á¬ëá«¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨§  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  A ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ B ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®-

¢ ­­ë¥ ª®àà¥ªâ­ë¬¨ «®£¨ç¥áª¨¬¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ [32]  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

B ¢ â¨¯ A, à áá¬®âà¥­­ë¬¨ ª ª â¥®à¨¨ ¢ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢. � áá¬®-

âà¨¬ §¤¥áì ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ç áâ­ë© á«ãç © «®£¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ |
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¬®àä¨§¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ [46].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.2. �®àä¨§¬®¬ h : �! �0 á¨£­ âãàë � = (S;OP )

¢ á¨£­ âãàã �0 = (S 0
; OP

0) ­ §ë¢ ¥âáï ¯ à  äã­ªæ¨©

h = (hS : S ! S
0
; hOP : OP ! OP

0)

â ª¨å, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® äã­ªæ¨®­ «ì­®£® á¨¬¢®«  F 2 OP

â¨¯  F : T1 � :::� Tn ! Tk ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

hOP (F ) : hS(T1)� :::� hS(Tn)! hS(Tk):

�á«¨ § ¤ ­ ¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà h : �! �0, â® ®­ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥®¡à §®-

¢ ­¨¥ â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ¢ â¥à¬ë ¢ á¨£­ âãà¥ �0 ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨-

«ã: ¯¥à¥¬¥­­ë¥ X â¨¯  T ¢ â¥à¬¥ t ¯à¥®¡à §®¢ë¢ îâáï ¢ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ h(X)

â¨¯  hS(T ),   äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë F ¢ â¥à¬¥ t ¯à¥®¡à §®¢ë¢ îâáï

¢ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë hOP (F ). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥

â ª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¯®«ãç ¥âáï â¥à¬. �â®â â¥à¬ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï

¢ëà ¦¥­¨¥¬ h(t).

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.3. �«ï ¤¢ãå  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå

B = (S;OP;E) ¨ A = (S0
; OP

0
; E

0) ¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà h : (S;OP ) !

(S0
; OP

0) ­ §ë¢ ¥âáï ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå h : B ! A,

¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ãà ¢­¥­¨ï (r = l) 2 E ãà ¢­¥­¨¥ h(r) = h(l) ¢ë¢®¤¨âáï

¨§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨© E
0  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A.

�ãáâì h : B ! A | ¬®àä¨§¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. �¯¥à -

æ¨¥© ®¡à â­®£® ®¡à §  h
� ­ ¤ ¤ ­­ë¬¨ A (¢ «¨â¥à âãà¥ íâã ®¯¥à æ¨î

­ §ë¢ îâ â ª¦¥ § ¡ë¢ îé¨¬ äã­ªâ®à®¬) ¨§  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A

¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬ h, ­ §ë¢ ¥âáï

®¯¥à æ¨ï, ª®â®à ï ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A á®¯®áâ ¢«ï¥â

¬®¤¥«ì B = h
�(A)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã:

{ BT | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ á®àâ  T 2 OP  «£¥¡àë B á®¢¯ ¤ ¥â á

¬­®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢ Ah(T )  «£¥¡àë A;

{ ¤«ï «î¡®£® ¨¬¥­¨ ®¯¥à æ¨¨ F 2 OP á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ®¯¥à æ¨ï

 «£¥¡àë B á®¢¯ ¤ ¥â, ª ª äã­ªæ¨ï, á ®¯¥à æ¨¥© hOP (F )  «£¥¡àë A.

�áâ¥áâ¢¥­­®áâì ®¯¥à æ¨¨ h
�, â® ¥áâì äã­ªâ®à¨ «ì­®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®

¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¬®¤¥«¥© A, ®ç¥¢¨¤­ .

�«ï ¬®àä¨§¬   ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå h : B ! A ¬®¦­® ®¯à¥¤¥-

«¨âì ¤àã£ãî ®¯¥à æ¨î ­ ¤ â¨¯ ¬¨, ª®â®à ï ®¡®§­ ç ¥âáï h� ¨ ­ §ë¢ ¥âáï

®¯¥à æ¨¥© ¯àï¬®£® ®¡à §  â¨¯  ¤ ­­ëå B, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬ h.
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�­  á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®© ¬®¤¥«¨ B  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B ¬®¤¥«ì

A = h�(B)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A, ª®â®à ï áâà®¨âáï ª ª á¢®¡®¤­ ï

A - «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï ¬­®¦¥áâ¢®¬¨ í«¥¬¥­â®¢ BT , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå

ª ª í«¥¬¥­âë â¨¯  hS(T ), ¤«ï ¢á¥å T 2 OP á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ á®®â­®è¥-

­¨ï¬¨ hOP (F )(b1; :::; bn) = F (b1; :::; bn) ¤«ï «î¡ëå F 2 OP ¨ b1; :::; bn 2 B,

¤«ï ª®â®àëå íâ¨ á®®â­®è¥­¨ï ¨¬¥îâ á¬ëá«. �áâ¥áâ¢¥­­®áâì (äã­ªâ®à¨-

 «ì­®áâì) ®¯¥à æ¨¨ h� â ª¦¥ ®ç¥¢¨¤­ .

� «¨â¥à âãà¥ [46] ®á®¡®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ¬®àä¨§¬ ¬ h : B ! A,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ á®®â­®è¥­¨î h
�(h�(B)) = B ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ B  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B. �¬ëá« íâ®£® á®®â­®è¥­¨ï ¢ â®¬, çâ® ®¯¥à æ¨ï

h� á¢®¡®¤­®£® à áè¨à¥­¨ï  «£¥¡àë B ¯® ¬®àä¨§¬ã h ­¥ ¯®àâ¨â ¨áå®¤­®©

 «£¥¡àë. � ª¨¥ ¬®àä¨§¬ë ­ §ë¢ îâáï á®åà ­ïîé¨¬¨ (persistent).

�à¨ § ¤ ­¨¨ ®¯¥à æ¨©, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ¬®àä¨§¬ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨-

¯®¢ ¤ ­­ëå, ¦¥« â¥«ì­  ¯à®£à ¬¬­ ï ¯®¤¤¥à¦ª  ¯à®¢¥à®ª, çâ® ¤ ­­ë©

¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¨«¨ çâ®

¤ ­­ë© ¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï á®åà ­ïîé¨¬. � ªãî ¯®¤¤¥à¦ªã ¬®£ãâ ®áãé¥-

áâ¢¨âì  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ®á­®¢ ­­ë¥ ­   «£®-

à¨â¬¥ �­ãâ  - �¥­¤¨ªá  [61], ¨«¨ ­  ¬¥â®¤¥ à¥§®«îæ¨©, ¨«¨ ­  ¨å á®ç¥â -

­¨¨.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ¬®àä¨§¬ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¯®§¢®«ïîâ à áè¨àïâì ¬­®¦¥áâ¢® á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨

¬­®¦¥áâ¢® ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå §  áç¥â

®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á«¥¤áâ¢¨© ¨§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©. �â¨¬¨ ®¯¥à æ¨-

ï¬¨ ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì «î¡®¥ áã¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨

¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©,   â ª¦¥ ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ á¨£­ âãà-

­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ â.¤.

�¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ «®£¨ç¥áª¨¬¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ (¬®àä¨§¬ -

¬¨), ¤ îâ ¯à¨¬¥àë ã­ à­ëå (®¤­®¬¥áâ­ëå) ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå.

�à¨¬¥à ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ I ¤«ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå A ¤ ¥â ®¯¥à æ¨ï I(A), ¢ë¤¥«ïîé ï ¨­¨æ¨ «ì­ãî ¬®¤¥«ì A .

�á¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¬®¦­® á¢¥áâ¨ ª ­ã«ì à­ë¬ ¨ ã­ à­ë¬

á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥© ®¯¥à æ¨¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï â¨¯®¢. �ãáâì A1; :::;An -

¯à®¨§¢®«ì­ë¥  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå,   B -  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå,

¬­®¦¥áâ¢  á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ á®®â­®è¥­¨© ª®â®à®£® ¥áâì à §ê¥¤¨-

­¥­­ë¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¨áå®¤­ëå â¨¯®¢ A1,:::,An.

�¯¥à æ¨ï ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï â¨¯®¢ A1,:::,An ­ ¡®àã ¨å ¬®¤¥«¥© A1; :::; An á®¯®-

áâ ¢«ï¥â íâ®â ¦¥ ­ ¡®à A1; :::; An, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ-
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­®£® â¨¯  B.

�á¯®«ì§ãï ¯®­ïâ¨¥ ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¬®¦­® ¤ âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  ¡áâà ªâ-

­®£® ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå [46].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.4. �¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨©  ¡áâà ªâ­ë©

â¨¯ ¤ ­­ëå § ¤ ¥âáï ç¥âëàì¬ï  ¡áâà ªâ­ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ ç¥âëàì¬ï

¬®àä¨§¬ ¬¨:

PAR|  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¯ à ¬¥âàë;

IMP |  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¢­¥è­¨¥ â¨¯ë ¤ ­-

­ëå, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¤ ­­®© á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨;

EXP |  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ¢ ª®â®à®¬ ¯à¨¢¥¤¥­ë á¨£­ âãà­ë¥

á¨¬¢®«ë ¨ á®®â­®è¥­¨ï, ¤®áâã¯­ë¥ ¤«ï ¢­¥è­¨å ¯®«ì§®¢ â¥«¥© ¤ ­­®©

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨;

BODI |  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨© ¯®áâà®¥­¨¥ ¯ à ¬¥-

âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå;

i : PAR ! IMP | ¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ ¯ à ¬¥âà®¢ ¢® ¢­¥è­¨¥ â¨¯ë

¤ ­­ëå;

j : PAR ! EXT | ¬®àä¨§¬, á¢ï§ë¢ îé¨© â¨¯ë ¤ ­­ëå ¯ à ¬¥âà®¢

á â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå, ¢ë¤ ¢ ¥¬ëå á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¥©;

s : IMP ! BODI | ¬®àä¨§¬, ãáâ ­ ¢«¨¢ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã

¢­¥è­¨¬¨ ¨¬¯®àâ¨àã¥¬ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ â¥«¥ ¯ à -

¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå;

h : EXP ! BODI | ¬®àä¨§¬, ¢ë¤¥«ïîé¨© ¢ë¤ ¢ ¥¬ë¥ á¯¥æ¨ä¨ª -

æ¨¥© â¨¯ë ¤ ­­ëå ¢ â¥«¥ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯ .

�à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ¡ë«  ª®¬¬ãâ â¨¢­ :

PAR
j

�! EXP

i # # h

IMP
s

�! BODI

�® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ h � j = s � i.

�¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï

á¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®©, ¥á«¨ s : IMP ! BODI ï¢«ï¥âáï á®åà ­ïîé¨¬

(persistent) ¬®àä¨§¬®¬.

�® á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå áâà®¨âáï

®¯¥à æ¨ï ¨§  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå IMP ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå

EXP ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã: à¥ «¨§ æ¨¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå
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IMP á®¯®áâ ¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨ï B = h
�(s�(A))  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå

EXP , £¤¥ h
� | § ¡ë¢ îé¨© äã­ªâ®à ¯® ¬®àä¨§¬ã h,   s� | äã­ªâ®à,

áâà®ïé¨© á¢®¡®¤­ãî  «£¥¡àã ¯® ¬®ä¨§¬ã s ¨  «£¥¡à¥ A.

�àã£¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï å®à®è® ¨§-

¢¥áâ­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, à §ê¥¤¨­¥­­®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï,

¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¨§ ®¤­®£® â¨¯  ¢ ¤àã£®©, ¬ áá¨-

¢®¢ í«¥¬¥­â®¢ ª ª®£®-«¨¡® â¨¯ , ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ­¥ª®â®à®£®

â¨¯  ¨ â.¤., â® ¥áâì ®¯¥à æ¨¨, ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨.

�­®£¨¥ ¨§ ­¨å ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ®¯¨á ­­®© ¢ëè¥.

� ª, ­ ¯à¨¬¥à, ®¯¥à æ¨ï ¯à¨¬¥à  1.4 | â¨¯ ¤ ­­ëå LIST OF T, ¯à¨-

¢¥¤¥­­ë© ¢ ¯®¤à §¤¥«¥ 1.2, ®¯¨áë¢ ¥âáï ®¯¥à æ¨¥© ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®à-

ä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. � ­¥¬  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B =

(T; ;; ;) ¡¥§ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ á®®â­®è¥­¨©,    ¡áâà ªâ­ë© â¨¯

¤ ­­ëå A § ¤ ­ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¥© LIST OF T ¯à¨¬¥à  1.4.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå â ª¦¥

ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¨¬¥¥¬ ª«®­

®¯¥à æ¨©. �áá«¥¤®¢ ­¨¥ íâ®£® ª«®­  ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë | ®¤­ 

¨§ ¢ ¦­ëå § ¤ ç à §¢¨â¨ï ¬¥å ­¨§¬  â¨¯®¢ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨.
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�« ¢  3. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©

1 �«£¥¡à ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  â®¯®á®¢ ª®-

­¥ç­®£® â¨¯ 

�à¥¡®¢ ­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤¥ª àâ®¢ëå

¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨«¨ ®¡« áâ¥©, á®áâ®ïé¨å ¨§ äã­ªæ¨©,  â ª¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®â­®è¥­¨© ¤«ï ®¡« áâ¥©, ¢ ª®â®àëå ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨§¢¥áâ-

­ë, ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®­áâàãª-

æ¨© â®¯®á  [18]. � íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®¯®áë á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ ­¥ª®â®àë¬ ãá«®¢¨¥¬ ª®­¥ç­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ®¢. �®ª -

§ ­®, çâ® â ª¨¥ â®¯®áë (á ­¥ª®â®àë¬ ãª § ­­ë¬ ­¨¦¥ ãá«®¢¨¥¬ ¡ã«¥¢®áâ¨,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ âà¥¡®¢ ­¨î, çâ® ¢ â®¯®á¥ à¥ «¨§ã¥âáï ª« áá¨ç¥áª ï «®-

£¨ª ) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï â®¯®á®¢ ª®­¥ç­ëå

G-¬­®¦¥áâ¢ GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ ¡®à  ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G. � ç áâ­®-

áâ¨ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª ¦¤ë© ¯®¤â®¯®á â®¯®á  ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ Finset,

¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬ ­ ¡®à®¬ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© íª¢¨¢ «¥­â¥­ ª â¥-

£®à¨¨ G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ íâ¨å äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©.

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå â®¯®á®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ®á®¡ãî à®«ì

¨£à îâ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬, ¥á«¨ ª« áá¨ä¨ª â®à

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ true : I ! 
, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë©

®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨, ¨§®¬®àä¥­ I t I | ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨î I ¨ I á ¢ë¤¥«¥­­ë¬

í«¥¬¥­â®¬ true | ¢«®¦¥­¨¥¬ ­  ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥.

� «¨â¥à âãà¥ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë ­ §ë¢ îâ â ª¦¥ ª« áá¨ç¥áª¨¬¨, â ª ª ª

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ (¨ â®«ìª® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥) á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã «®£¨ç¥áª¨¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ 
, ï¢«ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª« áá¨ç¥-

áª®© «®£¨ª¨. � ª ¨§¢¥áâ­® [16], ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ â®¯®á¥ à¥ «¨§ãîâáï

á®®â­®è¥­¨ï ¨­âã¨æ¨®­¨áâáª®© «®£¨ª¨.

�«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ áà¥¤áâ¢ ¢ëç¨á«¨-

â¥«ì­®© â¥å­¨ª¨ ¯®¤å®¤ïâ ­¥ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª â¥£®à¨¨,   «¨èì â¥, ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ª®­áâàãªâ¨¢­® § ¤ ­ë. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®­ï-

â¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á , § ¤ ­­®£® ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

¨ á®®â­®è¥­¨© ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ª®­¥ç­®áâ¨.
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�ãáâì T | ­¥ª®â®àë© ®¡ê¥ªâ â®¯®á  C. �¥à¥§ T n ®¡®§­ ç ¥âáï ¤¥-

ª àâ®¢  áâ¥¯¥­ì ®¡ê¥ªâ  T , ç¥à¥§ T n(x1; :::; xn) ®â­®è¥­¨¥ ¢ â®¯®á¥ C á

¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ x1; :::; xn, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á® ¢á¥¬ T n. � ¯®¬­¨¬, çâ® ®â­®è¥-

­¨¥ ¢ â®¯®á¥ | íâ® ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡ê¥ªâ®¢.

�¥à¥§ �i;j(T
n) ®¡®§­ ç¨¬ ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (xi = xj)

­  ®¡ê¥ªâ¥ T n. �®¤®¡ê¥ªâ �i;j(T
n) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨ £®­ «ì­®¥

¢«®¦¥­¨¥ T ¢ i-ë© ¨ j-ë© á®¬­®¦¨â¥«¨ T n, ¤®¬­®¦¥­­®¥ ­  T ¯® ®áâ «ì­ë¬

á®¬­®¦¨â¥«ï¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¡ê¥ªâ T ¨¬¥¥â

¬®é­®áâì ¬¥­ìè¥ n, ¥á«¨ ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
W
i6=j

(xi = xj),

£¤¥ ¤¨§êî­ªæ¨ï ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬ ¯ à ¬ ­¥à ¢­ëå ç¨á¥« i; j 2

f1; :::; ng, § ¤ îé¥£® ¬®àä¨§¬ T n ! 
 ¢ ®¡« áâì ¨áâ¨­ 
, á®¢¯ ¤ ¥â á®

¢á¥¬ T n. �«¨, ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

T n =
[

i6=j

�i;j(T
n);

£¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬ ¯ à ¬ ­¥à ¢­ëå

ç¨á¥« i; j 2 f1; :::; ng. �¡ê¥ªâ T ¢ â®¯®á¥ C ­ §ë¢ ¥âáï ª®­¥ç­ë¬, ¥á«¨

­ ©¤¥âáï ­¥ª®â®à®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n â ª®¥, çâ® T ¨¬¥¥â ¬®é­®áâì

¬¥­ìè¥ n.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. � ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 1.1 ®âà ¦ ¥âáï ¢ â®¯®á å ­ 

ª â¥£®à­®¬ ï§ëª¥ ä®à¬ã« 

8x1 2 T:::8xn 2 T (
_

i6=j

(xi = xj)) = true;

ª®â®à ï ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ T ­¥â n à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á C ­ §ë¢ ¥âáï â®¯®á®¬

ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¥á«¨ ®­ ¡ã«¥¢ ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å ¨

¢á¥ ¥£® ®¡ê¥ªâë ª®­¥ç­ë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¨«¨ ¤¢ã§­ ç­ë¬,

¥á«¨ ¥£® ®¡« áâì ¨áâ¨­ (ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢) 
 ¨¬¥¥â «¨èì ¤¢ 

í«¥¬¥­â  true : I ! 
 ¨ false : I ! 
.

�á«®¢¨¥ ¯®«­®âë â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® «î¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

(ä®à¬ã« , ¢ëà ¦ îé ï ¬®àä¨§¬ ¨§ I ¢ 
) ¢ ¯®«­®¬ â®¯®á¥ «¨¡® ¨áâ¨­-

­®, «¨¡® «®¦­®, â® ¥áâì ¯®«­®â  â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®â¥ â¥®à¨¨ ¢

¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢.
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�®¯®á ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ Finord, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯ã-

áâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¨¤  f1; 2; :::; ng ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£®

n,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | «î¡ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥à®¬

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì G | ª®-

­¥ç­ ï £àã¯¯ . � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®à¨î GFinset. �¡ê¥ªâ ¬¨ ª â¥£®à¨¨

GFinset ï¢«ïîâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  M ¢¬¥áâ¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨-

¥¬ £àã¯¯ë G ­  ­¨å, â® ¥áâì ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  g £àã¯¯ë G ®¯à¥¤¥«¥­®

®â®¡à ¦¥­¨¥ g : M ! M , ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î í«¥¬¥­â®¢ g1 � g2 á®®â¢¥âáâ¢ã-

¥â ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© g1 : M ! M ¨ g2 : M ! M . �®àä¨§¬ ¬¨

ª â¥£®à¨¨ GFinset ï¢«ïîâáï ¢á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï G-¬­®¦¥áâ¢ f : M ! N ,

á®åà ­ïîé¨¥ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G, â® ¥áâì f(g(m)) = g(f(m)) ¤«ï «î¡ëå

g 2 G ¨ m 2M .

�¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª â¥£®à¨ï GFinset ®¡à §ã¥â â®¯®á. �¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, ®¤­®â®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á âà¨¢¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G ­ 

­¥¬ ï¢«ï¥âáï ä¨­ «ì­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ I. �« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¢ãâ®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á âà¨¢¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯-

¯ë G. �¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢ ª â¥£®-

à¨¨ GFinset,   â ª¦¥ ãà ¢­¨â¥«ì ¨ ä ªâ®à á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢ ª â¥£®à¨¨ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ®¯à¥-

¤¥«¥­¨¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë G ­  ¯®«ãç îé¨åáï ¬­®¦¥áâ¢ å. �ªá¯®­¥­æ¨-

 «®¬ M ) N ¤¢ãå G-¬­®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨©

h :M ! N ¨§ M ¢ N , ­  ª®â®à®¬ í«¥¬¥­âë g 2 G ¤¥©áâ¢ãîâ ¯® ¯à ¢¨«ã:

g(h) | íâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï âà¥å ®â®¡à ¦¥­¨©

g(h) :M
g
�1

! M
h

! N
g

! N;

â® ¥áâì g(h) = g � h � g�1.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, íª¢¨¢ «¥­â­ë© ª â¥£®à¨¨ GFinset, ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ â®¯®á®¬

ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

� â¥£®à¨ï GFinset ¤ ¥â ­ ¬ ¯à¨¬¥à â®¯®á  á ª« áá¨ç¥áª®© «®£¨ª®©,

¢ ª®â®à®¬ ª ¦¤®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¨¡® ¨áâ¨­­®, «¨¡® «®¦­®, â ª ª ª íâ®

¯®«­ë© â®¯®á. �®íâ®¬ã, ­ ¯à¨¬¥à, ¤«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  M ¨§ íâ®£® â®¯®á 

¬®¦­® ¢ëà §¨âì ¯ãáâ®© ®­ ¨«¨ ­¥â ¨, ¤ ¦¥, ®¯à¥¤¥«¨âì ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ 

M . �®, ¥á«¨ £àã¯¯  G ¤¥©áâ¢ã¥â ­  M ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª, â® ¢ íâ®¬
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â®¯®á¥ ¬ë ­¥ á¬®¦¥¬ ¢ëà §¨âì í«¥¬¥­â ®¡ê¥ªâ  M . �â® á¢ï§ ­® á â¥¬,

çâ® í«¥¬¥­âë ¢ â®¯®á¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¥áâì ¬®àä¨§¬ë ¨§ I ¢ M , â® ¥áâì

á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢ â®¯®á¥ GFinset ­¥¯®¤¢¨¦­ë¬ â®çª ¬ ¢ G-¬­®¦¥áâ¢¥ M .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ® ª â¥£®à¨¨ ®¡« áâ¥© â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, íª¢¨¢ «¥­â­®© ª -

â¥£®à¨¨ GFinset, ¬®¦­® áª § âì, çâ® ¢ ­¥© ® ¤ ­­ëå ¬ë §­ ¥¬ ¢á¥, ªà®¬¥

á¯®á®¡  ãª § ­¨ï ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ®¡« áâïå. � â®çª¨ §à¥­¨ï ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© íâ® â ª¦¥ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

¥á«¨ ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ­ è¨ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ äà £¬¥­â¥ ¬¨-

à , íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨ GFinset, â® íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®¬ã §­ ­¨î

®¡ íâ®¬ äà £¬¥­â¥ á â®ç­®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨, ª®â®à ï ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬

ª ª-â® ¢ë¤¥«ïâì í«¥¬¥­âë áà¥¤¨ á¨¬¬¥âà¨ç­ëå.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. � â¥£®à¨¨ G1Finset ¨ G2Finset íª¢¨¢ «¥­â­ë

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àä­ë £àã¯¯ë G1 ¨ G2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �àã¯¯ã G1 ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡ê¥ªâ

ª â¥£®à¨¨ G1Finset, ­  ª®â®à®© G1 ¤¥©áâ¢ã¥â ã¬­®¦¥­¨ï¬¨ á«¥¢ . �¡ê¥ªâ

G1 ­¥ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ( â®¬ à¥­), â ª ª ª G1 ¤¥©áâ¢ã¥â ­ 

á¥¡¥ âà ­§¨â¨¢­®.

�ãáâì F : G1Finset ! G2Finset | íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©. �®-

£¤ , â ª ª ª G1 | ­¥¯ãáâ®© ­¥à §«®¦¨¬ë© ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ®¡ê¥ªâ ª -

â¥£®à¨¨ G1Finset, â® F (G1) | ­¥¯ãáâ®© ­¥à §«®¦¨¬ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®-

à¨¨ G2Finset, â® ¥áâì ­¥¯ãáâ®¥ G2-¬­®¦¥áâ¢®, ¨¬¥îé¥¥ ®¤­ã âà ¥ªâ®-

à¨î ¤¥©áâ¢¨ï G2 ­  ­¥¬. �âáî¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í¯¨¬®àä­®£®

G2-®â®¡à ¦¥­¨ï � : G2 ! F (G1). �à¨¬¥­ïï ª � äã­ªâ®à F�1, ¯®«ãç¨¬

í¯¨¬®àä­®¥ G1-®â®¡à ¦¥­¨¥ F�1(�) : F�1(G2) ! F�1(F (G1)) ­  ®¡ê¥ªâ

F�1(F (G1)), ª®â®àë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª â¥£®à¨© ¨§®¬®à-

ä¥­ G1. �®¬¯®§¨æ¨ï í¯¨¬®àä¨§¬  F�1(�) ¨ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¤ ¥â í¯¨-

¬®àä­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : F�1(G2) ! G1. �­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï, ¯¥-

à¥áâ ¢«ïï ¬¥áâ ¬¨ G1 ¨ G2, ¯®ª §ë¢ îâ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í¯¨¬®àä­®£® G1-

®â®¡à ¦¥­¨ï �0 : G1 ! F�1(G2). � ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï � � �0 : G1 ! G1 |

¨§®¬®àä¨§¬, â® �0 | ¬®­®í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �0 | ¨§®¬®àä¨§¬

¬¥¦¤ã G1 ¨ F
�1(G2).

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ F�1(G2) ¢ á¥¡ï. � ®¤­®©

áâ®à®­ë, â ª ª ª F�1(G2) ¨§®¬®àä¥­ G1, â® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ F
�1(G2)

¢ á¥¡ï ®¡à §ã¥â ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ £àã¯¯ã, ¨§®¬®àä­ãî

G1. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª F�1 | íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©, íâ® ¬­®-

¦¥áâ¢® ¡¨¥ªâ¨¢­® ¬­®¦¥áâ¢ã ¬®àä¨§¬®¢ G2 ¢ á¥¡ï ¢ ª â¥£®à¨¨ G2Finset,

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®â­®á¨â¥«ì­® â®© ¦¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢
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®¡à §ã¥â £àã¯¯ã, ¨§®¬®àä­ãî G2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¢ ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨¨ 1.2 ¨§®¬®àä¨§¬ G1 ¨ G2.

�ª §ë¢ ¥âáï, ª â¥£®à¨¨ ¢¨¤  GFinset ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¯à¨¬¥àë ¯®«­ëå

â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   1.3. �á«¨ C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â® áãé¥-

áâ¢ã¥â â ª ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯  G, çâ® ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨

GFinset.

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯¥à¥©â¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á ¬®© â¥®à¥¬ë, áä®à¬ã«¨àã¥¬

¨ ¤®ª ¦¥¬ ­¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¯ãáâëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ¯®«­®¬

â®¯®á¥ ­¥¯ãáâ®.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì T1; T2 | ®¡ê¥ªâë ¯®«­®£® â®¯®á .

� áá¬®âà¨¬ ®¡à § ¬®àä¨§¬  I(T1) : T1 ! I, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

â®¯®á . �â®â ®¡à § ï¢«ï¥âáï ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ ¢ I. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®«­®£®

â®¯®á , ¯®¤®¡ê¥ªâë ¢ I | íâ® «¨¡® ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ ;, «¨¡® á ¬® I. �á«¨

®¡à § I(T1) ¯ãáâ, â® T1 ®â®¡à ¦ ¥âáï ­  ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯ãáâ®£® ®¡ê¥ªâ , ¥¬ã ¨§®¬®àä¥­, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®-

¢¨î ­¥¯ãáâ®âë T1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § I(T1) ¥áâì I, ¨ I(T1) |

í¯¨¬®àä¨§¬. �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® I(T2) | í¯¨¬®àä¨§¬. � ª

ª ª ¢ â®¯®á¥ ª ¦¤ë© í¯¨¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à ®¡ê¥ªâ®¬ ¯® ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ í¯¨¬®àä¨§¬®¢ | í¯¨¬®àä¨§¬ [18]. �«¥-

¤®¢ â¥«ì­®, ¬®àä¨§¬ I(T1) � I(T2) : T1 � T2 ! I � I � I | í¯¨¬®àä¨§¬,

¨ T1 � T2 ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬ ®¡ê¥ªâ®¬.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �«ï ®¡ê¥ªâ  ¬®é­®áâ¨ n ¯®«­®£®

¡ã«¥¢  â®¯®á  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â n + 1 ­¥¯ãáâëå ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ Ti � T , i = 1; :::; n+ 1.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâë

áãé¥áâ¢ãîâ. �®£¤  ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ C = T1� :::�Tn+1 á®¤¥à¦¨âáï

¢ ¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ T n+1. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.4 ®¡ê¥ªâ C ­¥¯ãáâ.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï Ti\Tj ¯ãáâë, â® C ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï

­¨ á ®¤­®© ¨§ ¤¨ £®­ «¥© �i;j(T
n+1), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ íâ¨å

¤¨ £®­ «¥© ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á C, â® ¥áâì, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.2, ¬®é­®áâì

®¡ê¥ªâ  T ­¥ ¬¥­ìè¥ n + 1, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.5.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¡ë«® ­¥¢¥à­ë¬, ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �á«¨ ®¡ê¥ªâ T ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥

¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî ¬®é­®áâì, â® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) ¢á¥å ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢

ª®­¥ç­ .
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì n|¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �à¥¤¯®«®¦¨¬,

çâ® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ T ¡¥áª®­¥ç­ . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â 2n+1

à §«¨ç­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¢ T . � áá¬®âà¨¬ ª®­¥ç­ãî ¡ã«¥¢ã ¯®¤ «£¥¡àã

B � P (T ), ¯®à®¦¤¥­­ãî íâ¨¬¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨. �ãáâì k | ç¨á«®  â®¬®¢

ª®­¥ç­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B. � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ �â®ã­  ª®­¥ç­ë¥ ¡ã«¥¢ë

 «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë ¡ã«¥¢ë¬  «£¥¡à ¬ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  ¥¥

 â®¬®¢, â® ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B à ¢­® 2k. � ª ª ª ¯®

¯®áâà®¥­¨î ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B á®¤¥à¦¨â 2n+1 à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢, â®

®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® k > n. �® ¥áâì ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) á®¤¥à¦¨â k > n

­¥¯ãáâëå ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï í«¥¬¥­â®¢, ­® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.5. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) ª®­¥ç­ .

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �¡ê¥ªâ ­ §ë¢ ¥âáï  â®¬ à­ë¬, ¥á«¨ ®­ ­¥¯ãáâ ¨

ã ­¥£® ­¥â ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢, ®â«¨ç­ëå ®â ­¥£® á ¬®£® ¨«¨ ¯ãáâ®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. � ¦¤ë© ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ ¢ ¯®«­®¬

¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï¬®© áã¬¬ë á¢®¨å

 â®¬ à­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® ª®­¥ç­®áâ¨ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¢á¥å ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ª®­¥ç­®£®

®¡ê¥ªâ  ¨ â¥®à¥¬ë �â®ã­  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¥¤¨­¨æë ª®­¥ç­®© ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© áã¬¬ë ¥¥  â®¬ à­ëå í«¥¬¥­â®¢.

�â ª, ¯ãáâì â¥¯¥àì T |¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯ , ¨ n|¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . � áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢

¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ T n. �ãáâì X = fx1; :::; xng | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ¢ T n ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ®¡« áâï¬ ¨áâ¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ xi = xj
(¤¨ £®­ «ï¬) ¤«ï ¢á¥å ¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¬®é­®áâ¨ ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥ªâ  T á«¥¤ã¥â, çâ® â ª ¯®áâà®¥­­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ

­¥¯ãáâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, (â ª ª ª T n | íâ® â®¦¥ ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ ¨, ¯®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.7,  «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ P (T n) | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à )

á®¤¥à¦¨â  â®¬ à­ë© (¬¨­¨¬ «ì­ë© ­¥¯ãáâ®©) ¯®¤®¡ê¥ªâ AT � T n.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ AT � T n, ¯®áâà®¥­­ë©

¯® ª®­¥ç­®¬ã ®¡ê¥ªâã T ¯®«­®£® ¡ã«¥¢®£® â®¯®á  ¯® ¯à ¢¨«ã, ®¯¨á ­­®¬ã

¢ëè¥, ­ §®¢¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â®¬ à­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ T .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �ãáâì T |¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¯®«­®£® â®¯®á 

ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ A | ¯à®¨§¢®«ì­ë©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¤«ï ª®â®à®£®

áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ j : A! AT ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢ëè¥  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

AT . �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(A;T ) á®áâ®¨â ¨§ n í«¥¬¥­â®¢, £¤¥ n |

¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �® ¥áâì jC(A;T )j = jT j.
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �® ¯®áâà®¥­¨î AT , ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢

AT

i

! T n
pr k

! T , £¤¥ i | ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT , ¨ prk
| ¯à®¥ªæ¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­  k-ë© ¬­®¦¨â¥«ì, à §«¨ç­ë ¤«ï

à §«¨ç­ëå k = 1; :::; n. � ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦¥­ ¡ëâì

 â®¬ à­ë¬, â® j : A! AT | í¯¨¬®àä¨§¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥ ¬®àä¨§¬ë

prk � i � j : A! T à §«¨ç­ë ¤«ï k = 1; :::; n.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(A;T ) ­ å®¤¨âáï ¢® ¢§ ¨¬­®

®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬®àä¨§¬®¢ (i� j; f) : A! T n�T ,

£¤¥ f | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬®àä¨§¬ ¨§ C(A;T ), â ª ª ª ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯à®-

¨§¢¥¤¥­¨ï ¯ àë (i � j; f) ¨ (i � j; f 0) à ¢­ë, ¥á«¨ ®­¨ à ¢­ë ¯®ª®®à¤¨­ â-

­®. �¡à §®¬ A ®â­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  i � j ï¢«ï¥âáï AT . �¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§ A0  â®¬ | ®¡à §  â®¬  A ®â­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  (i � j; f). �ãáâì

pA0(x1; :::; xn; x
0) ¯à¥¤¨ª â (¬®àä¨§¬ ¨§ T n�T ¢ 
) á ¯®¤®¡« áâìî ¨áâ¨­­®-

áâ¨ A0 � T n�T . �® ¯®áâà®¥­¨î ¯®¤®¡« áâ¨ AT ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0 ¢ë¯®«­ï-

îâáï à ¢¥­áâ¢  pA0 (x1; :::; xn; x
0) ^ (xi 6= xj) = pA0 (x1; :::; xn; x

0) ¤«ï «î¡ëå

¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X = fx1; :::; xng. � ª ª ª ®¡« áâì ¨á-

â¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0  â®¬ à­ , â® ¯à¥¤¨ª â pA0 ^ (xi 6= x0) «¨¡® «®¦¥­,

«¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á pA0 . �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6= x0) = pA0 ,

â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0 ­¥

à ¢­ë. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6= x0) = false, â® ¡ã¤¥¬

£®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0 à ¢­ë. �§

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®é­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¨ª â®¢ ­  T n�T á

­¥¯ãáâ®© ®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨, ã ª®â®à®£® §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯®¯ à­®

­¥ à ¢­ë ¤«ï ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¡®«ìè¥, ç¥¬ n. �®íâ®¬ã ¤«ï ¯à¥¤¨ª â  pA0

áà¥¤¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn; x
0 ®¡ï§ â¥«ì­® ¥áâì ¯¥à¥¬¥­­ë¥, ¯à¨­¨¬ îé¨¥

à ¢­ë¥ §­ ç¥­¨ï. � ª ª ª x1; :::; xn ¯®¯ à­® ­¥ à ¢­ë, â® ¯¥à¥¬¥­­ ï x0 ¢

¯à¥¤¨ª â¥ pA0 à ¢­  ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨§ x1; :::; xn, ­ ¯à¨¬¥à xk. �®

¥áâì ª®¬¬ãâ â¨¢­  á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ¬®àä¨§¬®¢:

A
j

! AT

i

�! T n

jj jj # (id(T n); prk)

A
j

! AT

(i;f)
�! T n � T

�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ­®, çâ® «î¡®© ¬®àä¨§¬ f : A! T á®¢¯ ¤ ¥â á prk � i � j

¤«ï ­¥ª®â®à®£® k. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.8.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.9. �«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T ¯®«­®£® â®¯®á 

ª®­¥ç­®£® â¨¯  C ¨ «î¡®£®  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  A íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¢ë¯®«-
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­ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® jC(A;T )j � jT j, £¤¥ jC(A;T )j | ¬®é­®áâì

¬­®¦¥áâ¢a ¬®àä¨§¬®¢,   jT j | ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ .

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ A�AT ,

£¤¥ AT |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¯®áâà®¥­­ë© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨-

¥¬ 1.6. � ª ª ª ¢ ¯®«­®© ª â¥£®à¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¯ãáâëå ®¡ê¥ªâ®¢ ­¥¯ã-

áâ® (á¬. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.4), â® áãé¥áâ¢ã¥â  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ A0 � A�AT .

�®¬¯®§¨æ¨ï íâ®£® ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â ¬®à-

ä¨§¬ A0
! A. � ª ª ª ®¡à § ­¥¯ãáâ®£® ®¡ê¥ªâ  ­¥¯ãáâ, ¨ A |  â®¬ à­ë©

®¡ê¥ªâ, â® íâ®â ¬®àä¨§¬ | í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ¢«®¦¥-

­¨¥ C(A;T ) ,! C(A0; T ). �âáî¤  jC(A;T )j � jC(A0; T )j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

ª®¬¯®§¨æ¨ï ¢«®¦¥­¨ï A0 � A � AT á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì

¤ ¥â ¬®àä¨§¬ A0 ! AT . �à¨¬¥­ïï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.8, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢®

jC(A0; T )j = jT j. �®¯®áâ ¢¨¢ íâ® à ¢¥­áâ¢® á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬,

¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.9 ­¥à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.10. �ãáâì T | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ AT | ¬ ªá¨¬ «ì­ë©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ T , ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®

 â®¬ à­®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  A � T k áãé¥áâ¢ã¥â í¯¨¬®àä¨§¬ AT ! A, £¤¥ k

| ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì A � T k | ¯à®¨§¢®«ì­ë©

 â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ ®¡ê¥ªâ  T k. � ª ª ª AT ¨ A |  â®¬ë, â® ®­¨

­¥¯ãáâë ¨, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.4, ­¥¯ãáâ® ¨å ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

AT � A. � áá¬®âà¨¬  â®¬ A0 ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ AT � A �

T n
�T k. �®¬¯®§¨æ¨¨ ¢«®¦¥­¨ï A0

� AT �A á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¤ îâ ¬®àä¨§¬ë

A0 ! AT ¨ A0 ! A. � ª ª ª ®¡à §  â®¬  ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥

ï¢«ï¥âáï  â®¬®¬, â®, â¥¬ á ¬ë¬, ¯®áâà®¥­ë í¯¨¬®àä¨§¬ë ¨§ A0 ­  AT ¨

A. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

¬®àä¨§¬ ¨§ AT ­  A0, â®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï íâ®£® ¬®àä¨§¬  á ¯®áâà®¥­­ë¬

¬®àä¨§¬®¬ ¨§ A0 ­  A ¤ áâ âà¥¡ã¥¬ë© ¬®àä¨§¬.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¬®àä¨§¬  ¨§ AT ­  A0 ¢¢¥¤¥¬ ®¡®-

§­ ç¥­¨ï. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ pA0 (x1; :::; xn; x
0
1; :::; x

0
k
) ¯à¥¤¨ª â (¬®àä¨§¬ ¨§

T n � T k ¢ 
) á ¯®¤®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨ A0 � T n � T k. �® ¯®áâà®¥­¨î

¯®¤®¡« áâ¨ AT ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0 ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ 

pA0(x1; :::; xn; x
0
1; :::; x

0
k
) ^ (xi 6= xj) = pA0(x1; :::; xn; x

0
1; :::; x

0
k
)

¤«ï «î¡ëå ¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X = fx1; :::; xng. � ª

ª ª ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0  â®¬ à­ , â® ¯à¥¤¨ª â pA0 ^ (xi 6=
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x0
j
) «¨¡® «®¦¥­, «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á pA0 . �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

pA0 ^ (xi 6= x0
j
) = pA0 , â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï

¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0
j
­¥ à ¢­ë. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6=

x0
j
) = false, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå

xi ¨ x
0
j
à ¢­ë.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®é­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¨ª â®¢ ­ 

T n�T k á ­¥¯ãáâ®© ®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨ , ã ª®â®àëå §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå

¯®¯ à­® ­¥à ¢­ë ¤«ï ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¡®«ìè¥, ç¥¬ n. �®íâ®¬ã ¤«ï

¯à¥¤¨ª â  pA0 áà¥¤¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå (x1; :::; xn; x
0
j
), ¤«ï j = 1; :::; k, ®¡ï§ â¥«ì­®

¥áâì ¯¥à¥¬¥­­ë¥,¯à¨­¨¬ îé¨¥ à ¢­ë¥ §­ ç¥­¨ï. � ª ª ª x1; :::; xn ¯®¯ à­®

­¥ à ¢­ë, â® ¯¥à¥¬¥­­ ï x0
j
à ¢­  ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨§ x1; :::; xn,

ª®â®àãî ¬ë ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ '(x0
j
).

� áá¬®âà¨¬ ¬®àä¨§¬ � ¨§ ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï T n = Tx1�:::�Txn ¢

¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T n+k = Tx1�:::�Txk�Tx01�:::�Tx0n, £¤¥ Txi; Tx0j |

íª§¥¬¯«ïàë ®¡ê¥ªâ  T , ¤«ï i = 1; ::n ¨ j = 1; :::; k, â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï

¬®àä¨§¬  � á ¯à®¥ªæ¨¥© T n+k ­  Txi á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªæ¨¥© T n ­  Txi,  

ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬  � á ¯à®¥ªæ¨¥© T n+k ­  Tx0j á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªæ¨¥©

T n ­  T'(x0j). �® ¯®áâà®¥­¨î, ®¡à § ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT � T n ®â­®á¨â¥«ì­®

¬®àä¨§¬  � á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤®¡ê¥ªâ¥ A0 � T n+k. (� ¬¥â¨¬, ªà®¬¥ â®£®,

çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î ª®¬¯®§¨æ¨ï ®£à ­¨ç¥­¨ï ¬®àä¨§¬  � ­  AT , â® ¥áâì

�jAT : AT ! A0, á ¬®àä¨§¬®¬ A0 ! AT ¤ ¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬ ­ 

AT .) � ª ª ª ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥ ®¡à §  â®¬  ï¢«ï¥âáï  â®¬®¬, â®

�(AT ) = A0 . �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.10.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.11. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ j; j0 : A! AT

¨§ ¯à®¨§¢®«ì­®£®  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  A ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ 

¢  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ AT , ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6, áãé¥áâ¢ã¥â

¬®àä¨§¬ g : AT ! AT , çâ® j0 à ¢¥­ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢ j ¨ g, â®

¥áâì j0 = g � j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ác¬®âà¨¬ ¬®àä¨§¬ A ! T n
� T n,

ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¬®àä¨§¬®¢ A
(j;j0)
! AT � AT ¨ AT � AT �

T n � T n, £¤¥ n | ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A0 ®¡à §

íâ®£® ¬®àä¨§¬  ¢ ®¡ê¥ªâ¥ T n � T n. � ª ª ª A |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ,

â® ¨ A0 � T n � T n |  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ. �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï

¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï, ¯®áâà®¨¬ ¬®àä¨§¬ � : T n !

T n � T n, ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¥áâì

â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬, ¨ ®¡à § ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT � T n ®â­®á¨â¥«ì­® �
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¥áâì A0. �âáî¤ , ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® âà¥¡ã¥¬ë© ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.11

¬®àä¨§¬ g ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®£à ­¨ç¥­¨ï ¬®àä¨§¬  � ­  AT á ¯à®¥ªæ¨¥©

T n
� T n ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 1.12. �«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯  ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬®àä¨§¬ h : AT ! AT  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  AT ï¢«ï¥âáï

¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ C(AT ; AT ) ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã

®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª AT  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¨ ®¡à §

 â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ   â®¬ à¥­,â® h | í¯¨¬®àä¨§¬. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

¥á«¨ à áá¬®âà¥âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.11 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  A = AT , j
0 = 1T ¨

j = h, â® ¯®«ãç¨¬, çâ® h ¨¬¥¥â «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â® ¥áâì h|¬®­®¬®àä¨§¬.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, h | ¨§®¬®àä¨§¬ ¨ C(AT ; AT ) | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢

®¡ê¥ªâ  AT .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.13. �ãáâì T1 ¨ T2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ®¡ê¥ªâë

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  C. �®£¤  ¬®é­®áâì ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï T1 t T2
à ¢­  áã¬¬¥ ¬®é­®áâ¥© ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, â® ¥áâì jT1 t T2j = jT1j+ jT2j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ T3 = T1 t T2. � áá¬®-

âà¨¬  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ A ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ AT3
�AT1

�AT2
,

£¤¥ AT3
, AT1

, AT2
|  â®¬ à­ë¥ ®¡ê¥ªâë, ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6

¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �®¬¯®§¨æ¨¨ íâ®£® ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨

¤ ¤ãâ ¬®àä¨§¬ë A ! AT3
, A ! AT1

, A ! AT2
. �âáî¤  ¨ ¯® ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨î 1.8, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ : jC(A;T1 t T2)j = jT1 t T2j, jC(A;T1)j = jT1j,

jC(A;T2)j = jT2j.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª A |  â®¬, â® ®¡à § ¬®àä¨§¬  ¨§ A ¢

T1 t T2 ¤®«¦¥­ «¥¦ âì «¨¡® ¢ T1, «¨¡® ¢ T2, ¯®íâ®¬ã C(A;T1 t T2) �

C(A;T1)t C(A;T2). �âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥

¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.13 à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.14. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2
¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T1� T2 | ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, à ¢­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¬®é­®áâ¥© ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, â® ¥áâì

jT1 � T2j = jT1j � jT2j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ T3 = T1 � T2.

� áá¬®âà¨¬  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ A ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  â®¬ à­ëå

®¡ê¥ªâ®¢ AT3
, AT1

¨ AT2
, ª®â®àë¥ áâà®ïâáï ¤«ï ®¡ê¥ªâ  T3, T1 ¨ T2

á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6. �®¬¯®§¨æ¨¨ ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ï¢«ïîâáï

¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ A ¢ AT3
, AT1

¨ AT2
. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8,
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¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ :

jC(A;T1� T2)j = jT1 � T2j; jC(A;T1)j = jT1j ¨ jC(A;T2)j = jT2j:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨¬¥¥¬ ¡¨¥ªæ¨î

C(A;T1 � T2) � C(A;T1)� C(A;T2):

�âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å âà¥å à ¢¥­áâ¢ ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¨ 1.14 à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.15. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2 ¯®«­®£®

â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T1 ) T2 | íªá¯®­¥­æ¨ «  ®¡ê-

¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, à ¢­  ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ  T2 ¢ áâ¥¯¥­¨ ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ  T2,

â® ¥áâì jT1 ) T2j = jT2j
jT1j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì T3 = T1 � T2, AT3
, AT1

¨ AT2

â¥ ¦¥ ®¡ê¥ªâë, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.14. �¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§ A |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ ­ ¤ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢

AT3
t AT1

t AT2
. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.10, £¤¥ T ¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬

AT3
tAT1

tAT2
; AT = A ¨ k = 1, áãé¥áâ¢ãîâ ¬®àä¨§¬ë ¨§ A ¢ AT3

, AT1
¨

AT2
. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢  jC(A;T1)j = jT1j

¨ jC(A;T2)j = jT2j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íªá¯®­¥­æ¨ « 

®¡ê¥ªâ®¢ ¨¬¥¥¬ ¡¨¥ªæ¨î ¬­®¦¥áâ¢

C(A;T1 ) T2) � C(A� T1; T2):

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.7 ®¡ê¥ªâ A� T1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®©

¯àï¬®© áã¬¬ë á¢®¨å  â®¬®¢, â® ¥áâì A � T1 = A1 t ::: t Ak. � ¤àã£®©

áâ®à®­ë, ª ¦¤ë©  â®¬ Ai � A � T1 ¨§®¬®àä¥­ A, â ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï

¢«®¦¥­¨ï Ai á ¯à®¥ªæ¨¥© A � T1 ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â ¬®àä¨§¬

qi : Ai ! A ¨§ Ai ­  A,   ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.10 áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ pi :

A ! Ai ¨§ A ­  Ai. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ gi : A ! A ª®¬¯®§¨æ¨î ¬®àä¨§¬®¢

pi ¨ qi, â® ¥áâì gi = qi � pi. � ª ª ª, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á«¥¤áâ¢¨¥¬ 1.12, ¢á¥

¬®àä¨§¬ë ¨§ A ¢ A ¨§®¬®àä¨§¬ë, â® áãé¥áâ¢ã¥â g�1
i

¨ g�1
i
� qi � pi = 1A.

�âáî¤ , â ª ª ª pi ¨¬¥¥â «¥¢ë© ®¡à â­ë©, ¬®àä¨§¬ pi | ¬®­®¬®àä¨§¬.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ   â®¬ à¥­, â® pi |

í¯¨¬®àä¨§¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Ai ¨§®¬®àä­ë A, ¤«ï i = 1; :::; k. � ª¨¬

®¡à §®¬, A � T1 � kA. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ç¨á«  k à áá¬®âà¨¬ ¯®¤®¡ê¥ªâ

A � A�T1. �®¬¯®§¨æ¨ï ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â
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â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬,   ª®¬¯®§¨æ¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì

¤ ¥â ­¥ª®â®àë© ¬®àä¨§¬ f : A ! T1. �âáî¤ , ª ¦¤ë© â ª®© ¯®¤®¡ê¥ªâ

A � A� T1 ï¢«ï¥âáï £à ä¨ª®¬ ­¥ª®â®à®£® ¬®àä¨§¬ . � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ f1; f2 : A! T1 ¨å £à ä¨ª¨ ï¢«ïîâáï  â®¬ ¬¨,

¨§®¬®àä­ë¬¨ A, ¨ ®­¨ «¨¡® á®¢¯ ¤ îâ (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ f1 = f2), «¨¡®

­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤®¡ê¥ªâë f : A ! T1 ­ å®¤ïâáï ¢®

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¬®àä¨§¬ ¬¨ f : A ! T1, ¨ ç¨á«® k

à ¢­® ¬®é­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  C(A;T1), ª®â®à®¥ ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8 à ¢­®

jT1j. �â ª, ¤®ª § ­ ¨§®¬®àä¨§¬ A�T1 � jT1jA. �âáî¤  ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

íªá¯®­¥­æ¨ «  ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨¬¥¥¬:

C(A;T1 ) T2) � C(A� T1; T2) � C(jT1jA;T2) � (C(A;T2))
jT1j:

�à¨¬¥­ïï ª ¯®«ãç¥­­®¬ã à ¢¥­áâ¢ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.8, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.15 à ¢¥­áâ¢® jT1 ) T2j = jT2j
jT1j.

�ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥

¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢ ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ë

¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C. � áá¬®âà¨¬ ª®¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨¥ íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ D = T1 t ::: t Tn. � ª ª ª Ti, ¤«ï i = 1; :::; n,

¯® ãá«®¢¨î ª®­¥ç­ë¥ ®¡ê¥ªâë, â® ¨ D | ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ (ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¥ 1.13). �®áâà®¨¬  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ AD ª â¥£®à¨¨ C ¯® ®¡ê¥ªâã D ¢

á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.6. ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî ¯®¤ª â¥£®à¨î CAD

ª â¥£®à¨¨ C, á®áâ®ïéãî ¨§ ®¡ê¥ªâ®¢ T , ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­-

áâ¢® jT j = jC(AD; T )j.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.16. �®¤ª â¥£®à¨ï CAD ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯  C á®¢¯ ¤ ¥â á C.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® I 2 CAD ¨ 
 = I t I 2 CAD .

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ®¡à §ãîé¨¥ T1; :::; Tn  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  C â ª¦¥

¯à¨­ ¤«¥¦ â CAD . �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 1.13 ¨ 1.8 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ 

jT1j + ::: + jTnj = jDj = jC(AD;D)j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª AT

|  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ ¨ ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦¥­ á®¤¥à¦ âìáï

¢ ®¤­®¬ ¨§ á« £ ¥¬ëå ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, â®

jC(AD;D)j = jC(AD; T1 t :::t Tn)j = jC(AD; T1)j t ::: t jC(AD; Tn)j:

�® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.9 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢  jC(AD; Ti)j � jTij, ¤«ï i =

1; :::; n. �®íâ®¬ã ¯®«ãç¥­­®¥ à ­¥¥ à ¢¥­áâ¢® jC(AD;D)j = jT1j+ :::+ jTnj

¬®¦¥â ¢ë¯®«­¨âìáï â®«ìª® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¢ë¯®«­¥­¨ï à ¢¥­áâ¢ jC(AD; Ti)j =
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jTij, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ­®, çâ® ®¡à §ãîé¨¥ Ti
 «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  C ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª â¥£®à¨¨ CAD .

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  á ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.16 ®áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ®

CAD |  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á. �® ¥áâì ®áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ®, ¥á«¨ T1 ¨ T2
| ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ CAD , â® ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ T � T1, ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ T1�T2 ¨ íªá¯®­¥­æ¨ « ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ) T2| ®¡ê¥ªâë

ª â¥£®à¨¨ CAD .

�¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­®, â ª ª ª, ¥á«¨ ¡ë ¢ë¯®«­ï-

«®áì ­¥à ¢¥­áâ¢® jC(AD; T )j < jT j, â® ¢ë¯®«­ï«®áì ¡ë ­¥à ¢¥­áâ¢®

jC(AD; T1)j = jC(AD; T t T
0)j = jC(AD; T ) t C(AD; T

0)j =

= jC(AD; T )j+ jC(AD; T
0)j < jT j+ jT 0

j = jT1j;

£¤¥ T 0 | ¤®¯®«­¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ  T ¢ T1. �â® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

¨áå®¤­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î, çâ® T1 | ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ CAD , â® ¥áâì

¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® jC(AD; T1)j = jT1j.

�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â ª¦¥ ¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­® ¢ á¨«ã à ¢¥­áâ¢a jT1�

T2j = jT1j � jT2j, ª®â®à®¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.14, ¨ ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

jC(AD; T1 � T2)j = jC(AD; T1)� C(AD; T2)j =

= jC(AD; T1)j � jC(AD; T2)j = jT1j � jT2j;

ª®â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ¨áå®¤­ëå ¯à¥¤-

¯®«®¦¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ ¢è¥£®áï à ¢¥­áâ¢ 

jC(AD; T1 ) T2)j = jT1 ) T2j

¤®ª ¦¥¬ á­ ç «  ¨§®¬®àä¨§¬ AD � T1 � jT1jAD.

� ®¤­®© áâ®à®­ë, â ª ª ª £à ä¨ª ª ¦¤®£® ¬®àä¨§¬  AD ! T1 ¢ë¤¥«ï¥â

¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ AD � T1, ¨§®¬®àä­ë© AD, ¨ ¤«ï à §­ëå ¬®àä¨§¬®¢ íâ¨

¯®¤®¡ê¥ªâë ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ á¨«ã  â®¬ à­®áâ¨ AD, ¨¬¥¥¬ ¬®­®¬®àä¨§¬

jC(AD; T1)jAD ,! AD � T1. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î jC(AD; T1)j =

jT1j. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , çâ® íâ®â ¬®­®¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬

¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤®¯®«­¥­¨¥ íâ®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  ¯ãáâ®. �á«¨ ¡ë ¤®¯®«­¥­¨¥

¡ë«® ­¥¯ãáâ®, â®, ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.13, ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦­  ¡ëâì

áâà®£® ¡®«ìè¥ ¬®é­®áâ¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ , ­®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.13,
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¬®é­®áâì ¯®¤®¡ê¥ªâ  à ¢­  jjT1jADj = jT1j � jADj,   ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ ,

á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.14, jAD�T1j = jADj�jT1j. �® ¥áâì ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ,

¨ AD � T1 � jT1jAD.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.2. � [18] à áá¬ âà¨¢ «®áì ¯®­ïâ¨¥ «®ª «ì­® ¯®-

áâ®ï­­®£® ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥ªâ  ¢ â®¯®á¥ C. �¡ê¥ªâ T ¢ â®¯®á¥ ­ §ë¢ ¥âáï

«®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­® ª®­¥ç­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¡ê¥ªâ V , ¨¬¥îé¨©

£«®¡ «ì­ë© ­®á¨â¥«ì (â® ¥áâì ®¡à § ¬®àä¨§¬  V ! I ¢ ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ I), çâ® ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T � V ¢¬¥áâ¥ á ¯à®¥ª-

æ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì ¨§®¬®àä­® ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ª®­¥ç­®£® ç¨á« 

ä¨­ «ì­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â®¯®á¥ CV | «®ª «¨§ æ¨¨ â®¯®á  C ­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ V

(â® ¥áâì T �V � V t :::tV , ¯à¨ç¥¬ ¯à®¥ªæ¨ï ­  V ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨¥ â®¦¤¥áâ¢¥­­ëå ¬®àä¨§¬®¢ id(V ) t ::: t id(V ) ). �®ª § ­­ë© â®«ìª®

çâ® ¨§®¬®àä¨§¬ AD � T1 � jT1jAD ¯® áãâ¨ ¯®ª §ë¢ ¥â, ¥á«¨ ¢§ïâì T = T1
¨ V = AT , çâ® ¢ â®¯®á¥ ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¢á¥ ®¡ê¥ªâë «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®

ª®­¥ç­ë.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, jT1 ) T2j. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.15 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­-

áâ¢® jT1 ) T2j = jT2j
jT1j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íªá¯®­¥­æ¨ « 

®¡ê¥ªâ®¢, ¢ á¨«ã ¤®ª § ­­®£® ¢ëè¥ ¨§®¬®àä¨§¬ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨ï ¨ ¢ á¨«ã ¨áå®¤­®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ®¡ ®¡ê¥ªâ å, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®:

jC(AD; T1 ) T2)j = jC(AD � T1; T2)j = jC(jT1jAD; T2)j =

= jC(AD; T2)j
jT1j = jT2j

jT1j:

�§ ¯®á«¥¤­¨å ¤¢ãå à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®.

�â ª, ¯ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¨ AD  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

¯à¥¤ë¤ãé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î á«¥¤áâ¢¨ï 1.12 ¬­®-

¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ C(AD; AD) ®¡à §ã¥â ª®­¥ç­ãî £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì-

­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨. �¡®§­ ç¨¬ íâã £àã¯¯ã ç¥à¥§ G. � áá¬®âà¨¬

¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© äã­ªâ®à F (�) = C(AD;�) ¨§ ª â¥£®à¨¨ C ¢ ª â¥£®à¨î

GFinset, ª®â®àë© ª ¦¤®¬ã ®¡ê¥ªâã T ª â¥£®à¨¨ C á®¯®áâ ¢«ï¥â ¬­®¦¥-

áâ¢® C(AD; T ), ­  ª®â®à®¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¤¥©áâ¢ã¥â £àã¯¯  G = C(AD; AD)

ª®¬¯®§¨æ¨¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®àä¨§¬®¢.

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 1.16, 1.13, 1.14, 1.15, íâ® â®ç­ë© äã­ªâ®à,

ª®â®àë© á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ, íªá¯®­¥­æ¨ «ë ®¡ê¥ª-

â®¢, ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.17. �ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¨

F : C ! GFinset | äã­ªâ®à, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢ëè¥. �«ï «î¡®£® ¬®àä¨§¬ 
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f : T1 ! T2 ª â¥£®à¨¨ C, ¥á«¨ F (f) | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥,

â® f | ¨§®¬®àä¨§¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª äã­ªâ®à F á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï, â® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¤«ï  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢.

� íâ®¬ á«ãç ¥, â ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

¨ T2 |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, â® f | í¯¨¬®àä¨§¬. �â®¡ë ¯®ª § âì, çâ® f

| ¬®­®¬®àä¨§¬, à áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¬®àä¨§¬  t1 : T ! T1 ¨ t2 : T ! T1,

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ª®â®àëå á ¬®àä¨§¬®¬ f á®¢¯ ¤ îâ. � ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨î 1.7, ¢áïª¨© ®¡ê¥ªâ ¢ ª â¥£®à¨¨ C ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï ª®­¥ç­®£® ç¨á«   â®¬®¢, â® ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤ 

T |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ. � áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë© ¬®àä¨§¬ t : AD ! T .

� ª ª ª T |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, â® t í¯¨¬®àä¨§¬, ¨ à §­ë¬ ¬®àä¨§¬ ¬

t1, t2 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¬®àä¨§¬ë t1 � t, t2 � t | í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢ 

F (T1). �® F (f) ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®«¦­ë ¡ëâì à §«¨ç­ë¬¨ ¬®àä¨§¬ë f � t1� t ¨ f � t2� t, çâ®

¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î à ¢¥­áâ¢  f � t1 = f � t2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, f

| ¬®­®¬®àä¨§¬ ¨ í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨§®¬®àä¨§¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. (�à®â¥­¤¨ª [58], V 5.1) � â¥£®à¨¥© � «ã 

­ §ë¢ ¥âáï ¯ à  (G; F ), £¤¥ G | ¬ «ë© ¡ã«¥¢ â®¯®á,   F : G ! Finset|

â®ç­ë© äã­ªâ®à, ®âà ¦ îé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �àã¯¯  ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®ª®­¥ç­®©, ¥á«¨ ®­  ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤¥«  ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ­ ¯à ¢«¥­­®¬ã

¬­®¦¥áâ¢ã.

�¬¥¥âáï á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .

� ¥ ® à ¥ ¬   (�à®â¥­¤¨ª [58]). � â¥£®à¨ï � «ã  íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨

GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯à®ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G.

�á«¨ C |¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.17,

¯ à  (C; F ) | ª â¥£®à¨ï � «ã  ¨, ¯® â¥®à¥¬¥ �à®â¥­¤¨ª , ®­ ¨§®¬®àä¥­

â®¯®áã GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯à®ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G. �â¢¥à¦¤¥­¨¥

â¥®à¥¬ë 1.3 ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ á¨«ì­®¥. � ­¥© ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ £àã¯¯  ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®©.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® â ¥ ® à ¥ ¬ ë 1.3. �ãáâì, ª ª ¨ à ­ìè¥, C

| ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ ; T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢

ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï

®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C; D = T1 t ::: t Tn, G | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢

 â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  AD, ¯®áâà®¥­­®£® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6 ¨§ ®¡ê¥ªâ  D;

¨ F : C ! GFinset | äã­ªâ®à F (�) = C(AD;�).
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� ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå 1.13{1.17 ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® F | â®ç­ë© äã­ªâ®à, á®-

åà ­ïîé¨© ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, íªá¯®­¥­æ¨ «ë ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®âà ¦ îé¨© ¨§®-

¬®àä¨§¬ë. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1.3 ®áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï

«î¡®£® G-¬­®¦¥áâ¢  M áãé¥áâ¢ã¥â ®¡ê¥ªâ T , çâ® F (T ) ¨§®¬®àä¥­ M ,

¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ X1 ¨ X2 â®¯®á  C, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â G-

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ F (X1) ¢ F (X2), â® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬X1 ! X2, ¯à¥¤áâ -

¢«ïîé¨© íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª äã­ªâ®à F á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï,

â® íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¤«ï  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢.

�î¡®©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ M ¢ GFinset ¨¬¥¥â ¢¨¤ G=H, £¤¥ H |

¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G. �®íâ®¬ã ¢ ª ç¥áâ¢¥ âà¥¡ã¥¬®£® ®¡ê¥ªâ 

T ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®¦­® ¢§ïâì ª®¯à¥¤¥« ª®­¥ç­®© ¤¨ £à ¬¬ë ¬®àä¨§¬®¢

h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H � G = C(AD; AD), ¢ â®¯®á¥ C, ª®â®àë© ¡ã¤¥â

®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ AD=H.

�á«¨ X1 ¨ X2 |  â®¬ à­ë¥ ®¡ê¥ªâë ¢ C, â®, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨ï 1.16, ®­¨ ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨ ®¡ê¥ªâ  AD, ¨ £àã¯¯  G âà ­§¨â¨¢­®

¤¥©áâ¢ã¥â ­  F (X1) ¨ F (X2), â® ¥áâì F (X1) = G=H1, F (X2) = G=H2.

�á«¨ ¥áâì G-®â®¡à ¦¥­¨¥ G=H1 ! G=H2, â® H1 | ¯®¤£àã¯¯  ¢ H2. C®-

®â¢¥âáâ¢¥­­®, X1 � AD=H1 ¨ X2 � AD=H2. � ª ª ª H1 | ¯®¤£àã¯¯  ¢

H2, â® ¤¨ £à ¬¬  ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H1, ï¢«ï-

¥âáï ¯®¤¤¨ £à ¬¬®© ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H2,

¨ íâ® ¢«®¦¥­¨¥ ¤¨ £à ¬¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¬®àä¨§¬ ¨å ª®¯à¥¤¥«®¢

AD=H1 ! AD=H2 ¢ â®¯®á¥ C. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1.3.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á

â®¯®á  Finset. � ª ª ª â ª®© ¯®¤â®¯®á ¡ã«¥¢ ¯®«®­ ¨ ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â®,

¯® â¥®à¥¬¥ 1.3, ®­ íª¢¨¢ «¥­â¥­ â®¯®áã GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© £àã¯¯ë G.

�®â¥«®áì ¡ë ¯®­ïâì, ­¥â «¨ ¡®«¥¥ ï¢­®£® á¯®á®¡  ¯®áâà®¥­¨ï £àã¯¯ë G.

�â ª, ¯ãáâì ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  Finset, ¯®à®¦¤¥­ ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn, ¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®-

è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢

®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á .

�¡®§­ ç¨¬, ª ª ¨ ¢ à §¤¥«¥ 6 £« ¢ë 1, ç¥à¥§ D = D1 t ::: t Dn

à §ê¥¤¨­¥­­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢,   ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢®

¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, ®â®¡à ¦ îé¨å ª ¦¤®¥

­¥áãé¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ á¥¡ï. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D) ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã

®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©.

�® áãâ¨, ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â h 2 S(D) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯¥à¥áâ ­®¢ªã í«¥¬¥­â®¢

¬­®¦¥áâ¢  D, ¨ ¤¥©áâ¢¨¥ íâ®© ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¬®¦­® ¢®á¯à¨­¨¬ âì ¯à®áâ®,
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ª ª ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  D. �â® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ ¤¥©áâ¢ã-

¥â ­  ¬­®¦¥áâ¢ å D1; :::;Dn ¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­® ­  ¢á¥

¬­®¦¥áâ¢ , ¯®áâà®¥­­ë¥ ¨§ D1; :::;Dn ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á . �à¨ íâ®¬, ­¥ª®-

â®àë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¬®£ãâ ¯¥à¥å®¤¨âì ¢ ¤àã£¨¥, ¨§®¬®àä­ë¥.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®, äã­ªæ¨ï ¨«¨ ®â­®è¥­¨¥ ª â¥£®à¨¨

Finset á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D), ¥á«¨ ®­¨ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ h

¯¥à¥å®¤ïâ ¢ á¥¡ï.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(C) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D), ®â­®-

á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­ë äã­ªæ¨¨ f1; :::; fk ¨ ®â­®è¥­¨ï r1; :::; rm |

®¡à §ãîé¨¥ ª â¥£®à¨¨ C. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© S(C)

®¡à §ã¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì £àã¯¯®© á¨¬¬¥-

âà¨¨ ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®© ¯à®¢¥àª®© ¬®¦­® ¤®ª § âì, çâ®, ¥á«¨ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢ ,

®â­®è¥­¨ï ¨ äã­ªæ¨¨, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á , á¨¬¬¥-

âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h (¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï í«¥-

¬¥­â®¢, § ¤ ­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ h), â® ¨ à¥§ã«ìâ â íâ®© ®¯¥à æ¨¨ ¨­¢ à¨-

 ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® h. �âáî¤  á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.18. �àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ S(C) ®¡à §ãîé¨å â®¯®á 

C � Finset ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ª ¦¤®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨§ ª â¥£®à¨¨ C, ¨ ª ¦¤®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ ª â¥£®à¨¨ C ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï, â®

¥áâì ï¢«ï¥âáï S(C)-®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ ª â¥£®à¨ï C ï¢«ï¥âáï

¯®¤ª â¥£®à¨¥© â®¯®á  GFinset, £¤¥ G = S(C).

�  á ¬®¬ ¤¥«¥, íâ® ¢«®¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî â®¯®á®¢, â ª

ª ª á ¬ã £àã¯¯ã G = S(C) ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¢ C ¨á¯®«ì§ãï ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á ,

ª ª ¯®¤®¡ê¥ªâ D ) D, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ £àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨¨

ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨© | ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.19. �î¡®© ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  Finset, ¯®à®¦¤¥­­ë©

ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn, ¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥-

áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®-

¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á , á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤â®¯®á®¬

G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G = S(C) | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, â®¯®áë ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¡¥§ ãá«®¢¨ï ¯®«­®âë.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.20. �ãáâì C | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1; :::; Gk, çâ®

ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª®­¥ç­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î â®¯®á®¢ GiFinset, ¤«ï

i = 1; :::; k, â® ¥áâì C � G1Finsen� :::�GkFinset.
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ â®¯®á  C.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢. � ª ª ª â®¯®á ¡ã«¥¢, â® ¯®¤®¡ê-

¥ªâë ®¡ê¥ªâ  I ®¡à §ãîâ ­¥ª®â®àãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã B. �®£« á­® â¥®à¥¬¥

�â®ã­  ª ¦¤ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã
�B,  â®¬ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ ã«ìâà ä¨«ìâàë  «£¥¡àë B.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ã«ìâà ä¨«ìâà®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥-

áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B, ¤®¯®«­¥­¨ï ª®â®àëå ®¡à §ãîâ ¨¤¥ «

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, � � B | ã«ìâà ä¨«ìâà, ¥á«¨

¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

� ­¥ á®¤¥à¦¨â 0 ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë;

¥á«¨ b1 2 �, â® «î¡®© ¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â b � b1 â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �;

¥á«¨ b1; b2 2 �, â® b1 \ b2 2 �.

�«ï «î¡®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  b � I à áá¬®âà¨¬ ¯®¤ª â¥£®à¨î Cb � C

®¡ê¥ªâ®¢ ­ ¤ b ¢¨¤  T ! b. �á«¨ b2 � b1 � I, â® áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬

®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªâ®à «®ª «¨§ æ¨¨ Lb1
b2 : Cb1 ! Cb2, ª®â®àë© ®¡ê¥ªâã T ! b1

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¯à¥¤¥« ¤¨ £à ¬¬ë

T

#

b2 � b1:

�§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [18]), çâ® äã­ªâ®àë «®ª «¨§ æ¨¨ Lb1
b2 á®åà ­ï-

îâ ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á . �à®¬¥ â®£®, § ¬¥â¨¬, çâ® äã­ªâ®à LI
b
¯¥à¥¢®¤¨â

®¡à §ãîé¨¥ â®¯®á  C ¢ ®¡à §ãîé¨¥ â®¯®á  Cb, ¨ ¯àï¬®© ¯à¥¤¥« C� â®¯®-

á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯  Cb, ¤«ï b 2 �, £¤¥ � | ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà,

ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ â®¯®á®¬ ª®­¥ç­®£® â¨¯ . �âáî¤ , ¯® â¥®à¥¬¥ 1.3, ª -

¦¤ë© â®¯®á C� á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¢ ­¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, á®®â¢¥âáâ¢ã-

îé¨å ¬­®¦¥áâ¢ã ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C, íª¢¨¢ «¥­â¥­ ­¥ª®â®à®¬ã â®¯®áã

GFinset ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© £àã¯¯ë G. � ª¨¬ ®¡à §®¬, GFinset � C� | íâ®

¯à¥¤¥« â®¯®á®¢ Cb ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã ®¡ê¥ªâ®¢ b 2 �, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ¬ ªá¨-

¬ «ì­®¬ã ã«ìâà ä¨«ìâàã � ¨ L� : C ! C� | £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

â®¯®á®¢, ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯à¥¤¥« .

�®¬¯®§¨æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå äã­ªâ®à®¢ C ! C� � GFinset á® áâ¨à îé¨¬

äã­ªâ®à®¬ GFinset! Finset, ª®â®àë© ª ¦¤®¬ã ª®­¥ç­®¬ã G-¬­®¦¥áâ¢ã

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¥£® ¦¥, ­® ¢ ª â¥£®à¨¨ Finset, ¤ ¥â äã­ªâ®à M� : C !

Finset. �ã­ªâ®à M� ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì ¬®¤¥«ìî â®¯®á  C ¢ ª â¥£®à¨¨

ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯®áâà®¥­­®© ¯® ¬ ªá¨¬ «ì­®¬ã ã«ìâà ä¨«ìâàã �.
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� ª¨¥ ¬®¤¥«¨ áâà®ïâáï ¯® ã«ìâà ä¨«ìâàã � á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¢¥ ¬®¤¥«¨ M : C ! Finset ¨M 0 : C ! Finset ­ §ë¢ îâáï

íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ äã­ªâ®à®¢

h : M ! M 0, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T â®¯®á  C ®â®¡à ¦¥­¨¥ h(T ) :

M(T )!M 0(T ) ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬.

�®ª ¦¥¬, â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¬­®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨-

¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ª®­¥ç­®. �ãáâì � ¨ �0 ¤¢  à §«¨ç­ëå ã«ìâà -

ä¨«ìâà  â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  C. � ª ª ª � 6= �0, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©

í«¥¬¥­â b 2 �, çâ® b =2 �0. �âáî¤ , L�(b) = I, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë©

®¡ê¥ªâ â®¯®á  C� � GFinset, ¨ L�0(b) = ;, £¤¥ ; ¨­¨æ¨ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

â®¯®á  C�0 � G0Finset. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï à §­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà -

ä¨«ìâà®¢ � ¨ �0 ¬®¤¥«¨ M� ¨ M�0 , ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯® ­¨¬, ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì

¨§®¬®àä­ë¬¨. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

®¡ê¥ªâ®¢ ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®à®¥ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¬®àä¨§-

¬®¢ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C, ¨M |¯à®¨§¢®«ì­ ï

¬®¤¥«ì â®¯®á  C, â® ¤«ï ­ ¡®à  ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn â®© ¦¥ ¬®é­®áâ¨, çâ®

¨ ¬­®¦¥áâ¢  M(T1); :::;M(Tn), â® ¥áâì jDij = jM(Ti)j, ¤«ï i = 1; :::; n,

áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¤¥«ì M 0, ¨§®¬®àä­ ï ¬®¤¥«¨ M , á ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨

M 0(Ti) = Di, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª ï ¬®¤¥«ì áâà®¨âáï ¯à®áâ® ¯¥à¥¨¬¥­®-

¢ ­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ ã ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¬®¤¥«¨ hi : M(Ti) ! Di, £¤¥ hi
| ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ¬®é­®áâìî ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¨§®¬®àä­ 

­¥ª®â®à®© ¬®¤¥«¨ á ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ D1; :::;Dn,   â ª ª ª C ¨¬¥¥â

ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å, ª®â®àë¥ ¢ ¬®¤¥«¨ à¥ «¨§ãîâáï í«¥¬¥­-

â ¬¨ ­¥ª®â®àëå ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn,

â® â ª¨å ¬®¤¥«¥© ª®­¥ç­®¥ ç¨á«®. �ç¨âë¢ ï, çâ® C | â®¯®á ª®­¥ç­®£®

â¨¯ , ¨ ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ®¢ T1; :::; Tn ®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã, ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®-

«ãç¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¨§®¬®àä­ëå ¬®¤¥«¥© â®¯®á  C ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­® ç¨á«® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ  I â®¯®á  C ª®­¥ç­®.

�§ ª®­¥ç­®áâ¨ ç¨á«  ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

B ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì á«¥¤ã¥â, çâ® B | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �ãáâì

At(B) ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  â®¬ à­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B.

� «¥¥, ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  C ¨§®¬®àä¥­ ª®­¥ç­®¬ã

¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¯®«­ëå â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯  Ca ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã a 2 At(B),

£¤¥ B | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ  â®¯®á 

C. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1.20.
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2 �¥ä«¥ªá¨¢­ë¥ â®¯®áë

�á«¨ ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­® ®âà ¦ âì §­ ­¨ï ­¥ â®«ìª® ® ¢­¥è-

­¥¬ ¬¨à¥, ­® ¨ ® á ¬¨å áà¥¤áâ¢ å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¨ ® ¢á¥© á¨áâ¥¬¥

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¢ æ¥«®¬, â® ¯®­ ¤®¡¨âáï à áè¨à¥­¨¥ ®¯¥à æ¨© â®-

¯®á , ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª ¯®­ïâ¨î à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ­¨¦¥.

�ãáâì C | â®¯®á, ¢ ª®â®à®¬ ¢ë¤¥«¥­ë ¤¢  ®¡ê¥ªâ  NOb ¨ NMor,

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¡« áâì ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®¡« áâì ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢ 

C(I;NOb) ¨ C(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ C, ­ §ë¢ -

îâáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®.

�ãáâì ¨¬¥îâáï â ª¦¥ ¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨ NOb ¨ NMor, ª®-

â®àë¥ § ¤ îâ áâàãªâãàã ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¨ [18]. �® ¥áâì § ¤ ­ë ¬®à-

ä¨§¬ë

e : NOb! NMor; ndom : NMor ! NOb; ncodom : NMor ! NOb;

£¤¥ e á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨î, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¬ã ®¡ê¥ªâã â®¦¤¥áâ¢¥­-

­ë© ¬®àä¨§¬,   ¬®àä¨§¬ë ndom ¨ ncodom á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬,

ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ïîâ ®¡ê¥ªâë | ®âªã¤  ¨ ªã¤  íâ®â ¬®àä¨§¬

¤¥©áâ¢ã¥â.

�® á¬ëá«ã íâ¨å ¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á®®â­®-

è¥­¨ï:

ndom � e = id(NOb); ncodom � e = id(NOb);

ª®â®àë¥ ®§­ ç îâ, çâ® ¨¬¥­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©

¤«ï ¨¬¥­¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­®£® ¬®àä¨§¬  á®¢¯ ¤ îâ á ¨¬¥­¥¬ ®¡ê¥ªâ  íâ®£®

¬®àä¨§¬ .

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M2 ®¡ê¥ªâ ¢ ª â¥£®à¨¨ C, ª®â®àë© ¯®«ãç ¥âáï ®¯¥-

à æ¨¥© ãà ¢­¨â¥«ì ¯ àë ¬®àä¨§¬®¢ ndom � pr1 ¨ ncodom � pr2 ¨§ ¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ NMor �NMor ¢ NOb, £¤¥ pr1 | ¯à®¥ªæ¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

NMor � NMor ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì,   pr2 | ¯à®¥ªæ¨ï ­  ¢â®à®© á®-

¬­®¦¨â¥«ì. �® ¥áâì M2 | íâ® ¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ NMor � NMor, á®áâ®ïé¨©

¨§ â¥å ¯ à ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, ã ª®â®àëå ¨¬ï ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯¥à¢®©

ª®¬¯®­¥­âë ¯ àë á®¢¯ ¤ ¥â á ¨¬¥­¥¬ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨© ¢â®à®©.
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�ãáâì ¢ ª â¥£®à¨¨ C § ¤ ­ ¬®àä¨§¬ ¢¨¤ 

com n :M2! NMor;

ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢. �à¥¤¯®« £ ¥âáï â ª-

¦¥, çâ® ¤«ï ¬®àä¨§¬®¢ com n; ndom; ncodom; e ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï,

ï¢«ïîé¨¥áï  ­ «®£ ¬¨  ªá¨®¬ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, â® ¥áâì Name Cat =

(NOb;NMor; com n; ndom; ncodom; e) | ¢­ãâà¥­­ïï ª â¥£®à¨ï [18] ª â¥-

£®à¨¨ C. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®-

¦¥áâ¢  C(I;NOb) ¨ C(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ C,

¨ ®¯¥à æ¨¨ ­  ­¨å, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ¬®àä¨§¬ ¬¨ com n; ndom; ncodom; e,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¨ ®¡à §ãîâ ¬ «ãî ª â¥£®à¨î. �âã

¬ «ãî ª â¥£®à¨î ®¡®§­ ç¨¬ §¤¥áì ç¥à¥§ NCat ¨ ­ §®¢¥¬ ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �®¯®á C ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥©

Name Cat ­ §ë¢ ¥âáï â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.2. �®¯®á C ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥©

Name Cat ­ §ë¢ ¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬ â®¯®á®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªâ®àë

Name : C ! NCat ¨ Denote : NCat ! C â ª¨¥, çâ® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨ï

Denote � Name = 1C ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬ ­  C. �ã­ªâ®à

Name ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ ¨¬¥­®¢ ­¨ï, äã­ªâ®à Denote | ¤¥­®â â®¬,

  NCat | ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ â®¯®á  C.

� ¯®¬­¨¬, çâ® â®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬, ¥á«¨ í«¥¬¥­âë

true ¨ false : I ! 
 ¢ ª« áá¨ä¨ª â®à¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 íâ®£® â®¯®á 

à §«¨ç­ë.

� ¥ ® à ¥ ¬   2.1 �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë© à¥ä«¥ªá¨¢­ë© â®¯®á.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Set | ª â¥£®à¨ï ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢, ¢

ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢á¥ ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á . � ª

ª ª â¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ , â® ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 ¢

ª â¥£®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ Set | íâ® ¤¢ãâ®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T 1 á¢®¡®¤­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¨§

¯ãáâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¡à §ãîé¨å ®¯¥à æ¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á . �®­-

áâàãªæ¨ï ¯®áâà®¥­¨ï T 1 áâ ­¤ àâ­ , â ª ª ª  ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª®£®

â®¯®á  § ¤ ¥âáï å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨. �®¯®á T 1 ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢, â ª

ª ª áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ â®¯®áë, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¬®¤¥«ï¬¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  T 1. �à¨¬¥à®¬ â ª®£® â®¯®á  ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì-

­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á Set1 � Set â®¯®á  ¬­®¦¥áâ¢, á®áâ®ïé¨© ¨§

¬­®¦¥áâ¢ ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©, ¯®áâà®¥­­ëå â®«ìª® ¨§ ®¯¥à æ¨© â®¯®á , ¢ª«îç ï
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­ã«ì à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á . (�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª ª ª ¢ â®¯®á¥ ¢á¥

®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ãî  à­®áâì, â® â®¯®á Set1 íª¢¨¢ «¥­â¥­ â®¯®áã ª®-

­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢.) � ª ª ª T 1 | á¢®¡®¤­ë© â®¯®á á ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, â® ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ j1 : T 1 ! Set1.

�¯à¥¤¥«¨¬, ¤ «¥¥, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë T k, ¯®¤â®¯®áë

Setk � Set ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë jk : T k ! Setk, £¤¥ k | ¯à®¨§¢®«ì­®¥

­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®.

�ãáâì ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á T k ¯®¤â®¯®á Setk � Set

¨ £®¬®¬®àä¨§¬ jk : T k ! Setk ¤«ï ­¥ª®â®à®£® k.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ ObT k ¨ ¬®àä¨§¬®¢ MorT k ª â¥£®à¨¨

T k. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Setk+1 ­ ¨¬¥­ìè¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á â®¯®á 

¬­®¦¥áâ¢ Setk+1 � Set, ª®â®àë© á®¤¥à¦¨â ¬­®¦¥áâ¢  ObT k, MorT k ¨

®â®¡à ¦¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ª â¥£®à¨î T k.

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á Setk+1 � Set ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®-

á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1), £¤¥ ®¡ê¥ªâ®¬ NOb ï¢«ï¥âáï

¬­®¦¥áâ¢® ObT k, ®¡ê¥ªâ®¬ NMor ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® MorT k.

�®áâà®¨¬, â¥¯¥àì,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á T k+1 = T [ObT k;MorT k], ª ª

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à -

§ãîé¨å ¢¨¤ : NT : I ! NOb ¨ Nf : I ! NMor ¤«ï ª ¦¤®£® T 2 ObT k

¨ f 2 MorT k, ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ í«¥¬¥­â -

¬¨, ª®â®àë¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ¬¥¦¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢

ObT k, MorT k ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, § ¤ îé¨¬¨ ª â¥£®à¨î T k.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î  «£¥¡àë, § ¤ ­­®© ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨

á®®â­®è¥­¨ï¬¨, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ jk+1 : T k+1 ! Setk+1, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© ®¡à §ãîé¨¥

NT : I ! NOb ¨ Nf : I ! NMor ª â¥£®à¨¨ T k+1 ¢ í«¥¬¥­âë jk+1(NT ) :

I ! T 2 ObT k ¨ jk+1(Nf) : I ! f 2 MorT k ª â¥£®à¨¨ Setk+1. �à®¬¥

â®£®, ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  jk+1 ¢¨¤­®, çâ® ®­ ï¢«ï¥âáï

¢«®¦¥­¨¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¨å. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢ 

ObT k ¨MorT k ¨­ê¥ªâ¨¢­® ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢

NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T k+1.

� ª ª ª ¯®¤â®¯®á ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® â®¯®á  | ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢, â®

Setk � Set | ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë ¤«ï ¢á¥å k. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª

¨¬¥¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ jk : T k ! Setk, ¨ í«¥¬¥­âë true ¨ false â®¯®á  T k

¯¥à¥å®¤ïâ ¢ í«¥¬¥­âë true ¨ false â®¯®á  Setk, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® ®­¨ ­¥

¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì ¢ T k. �® ¥áâì â®¯®áë T k ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë.

�¯à¥¤¥«¨¬, â¥¯¥àì, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë Fk : T k ! T k+1
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 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ª ª ª T 2 ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  T 1, â® áã-

é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ F1 : T
1
! T

2.

�ãáâì ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ äã­ªâ®à Fk�1 : T
k�1 ! T k. � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®-

à¨î T k = T [ObT k�1;MorT k�1]. � ª ª ª ª â¥£®à¨ï T k ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à ¨-

ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

¨ á®®â­®è¥­¨©, â® ¤«ï § ¤ ­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  Fk : T k ! T k+1 ¤®áâ -

â®ç­® § ¤ âì ¥£® ­  ®¡à §ãîé¨å ¨ ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å

á®®â­®è¥­¨©. �®«®¦¨¬, â ª ª ª Fk ¤®«¦¥­ ¡ëâì £®¬®¬®àä¨§¬®¬, Fk á®-

¯®áâ ¢«ï¥â ®¡ê¥ªâ ¬ NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T k ®¡ê¥ªâë NOb ¨ NMor

ª â¥£®à¨¨ T k+1,   ®¡à §ãîé¨¬ â®¯®á  T k (â® ¥áâì í«¥¬¥­â ¬ ®¡ê¥ªâ®¢

NOb ¨ NMor) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor ª -

â¥£®à¨¨ T k+1 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®¯®áâ ¢«¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬

Fk�1. �¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«­ïîâáï, â ª ª ª ¯® ¨­-

¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î Fk�1 | äã­ªâ®à.

�â ª, ¨¬¥¥¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ­¥¯à®-

â¨¢®à¥ç¨¢ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ ¢¨¤ :

T
2 F2
! T

3 F3
! :::

Fk
�1

! T
k Fk

! :::

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T 1 ¨­¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ £®¬®-

¬®àä¨§¬®¢,   ç¥à¥§ Gk : T
k ! T 1 | ®â®¡à ¦¥­¨ï ç«¥­®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâ¨ T k ¢ ¨­¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« T 1, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ íâ®£® ¯à¥¤¥-

« . �­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢ ObT 1 ª â¥£®à¨¨ T 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨­¤ãª-

â¨¢­ë© ¯à¥¤¥« ¬­®¦¥áâ¢ ObT k ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå FOb

k
: ObT k

! ObT k+1,

  ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ MorT 1 ª â¥£®à¨¨ T 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨­-

¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« ¬­®¦¥áâ¢ MorT k ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå FMor

k
: MorT k !

MorT k+1, £¤¥ FOb

k
¨ FMor

k
| ®â®¡à ¦¥­¨ï ­  ®¡ê¥ªâ å ¨ ¬®àä¨§¬ å äã­ª-

â®à  Fk.

� ª ª ª  ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ § ¤ -

¥âáï å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨, â® ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® T 1 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­,   Gk | £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥-

¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ NOb

¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T 1 ï¢«ïîâáï ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬¨ ¯à¥¤¥« ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ í«¥-

¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor â®¯®á  T k ®â­®á¨â¥«ì­® ®â®¡à ¦¥­¨©, § -

¤ ¢ ¥¬ëå äã­ªâ®à ¬¨ Fk. �­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor

124



â®¯®á  T k á®¤¥à¦ â, ¯® ¯®áâà®¥­¨î, ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¨§®¬®àä­ë¥ ObT k�1 ¨

MorT k�1, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï äã­ªâ®à®¬ Fk ¢ í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb

¨ NMor â®¯®á  T k+1 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á äã­ªâ®à®¬ Fk�1. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

¯à¥¤¥« íâ¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢ë¤¥«ï¥â ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ Nob

¨ NMor â®¯®á  T 1 ¯®¤ª â¥£®à¨î, ¨§®¬®àä­ãî ª â¥£®à¨¨ T 1. � §®¢¥¬

íâ®â ¨§®¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨© äã­ªâ®à®¬ Name. �­ á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã

®¡ê¥ªâã ¨ ¬®àä¨§¬ã ª â¥£®à¨¨ T 1 í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor â®©

¦¥ ª â¥£®à¨¨.

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ®¯¥à æ¨¨ Denote ¢ â®¯®á¥ T 1 à áá¬®âà¨¬  «£¥¡à ¨ç¥-

áª¨© ¯®¤â®¯®á Set1 â®¯®á  Set, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ObT 1,MorT 1

¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, § ¤ îé¨¬¨ ª â¥£®à­ãî áâàãªâãàã T 1. � -

â¥£®à¨ï Set1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­,

ã ª®â®à®£® NOb ¨ NMor| íâ® ¬­®¦¥áâ¢  ObT 1,MorT 1, à áá¬®âà¥­­ë¥

ª ª ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ Set1.

� «¥¥ à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥©

¨¬¥­ Li : T k ! Set1, ª®â®àë¥ ­  ®¡à §ãîé¨å (¯®¤ª â¥£®à¨¨ T k�1

ª â¥£®à¨¨ ¨¬¥­ T k) § ¤ îâáï äã­ªâ®à ¬¨ Gk�1 : T
k�1 ! T 1.

�®ª ¦¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì á«¥¤ãîé¨å ¤¨ £à ¬¬:

T k Fk

�! T k+1

jj # Lk+1

T k
Lk

�! Set1

� ª ª ª T k § ¤ îáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨, â® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 

ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ íâ¨å ¤¨ £à ¬¬ ¤®áâ â®ç­® ¨å ¯à®¢¥à¨âì ­  ®¡à §ãîé¨å

â®¯®á  T k. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î äã­ªâ®à®¢ Fk, Lk, ¨ Lk+1, ®£à ­¨ç¥­¨ï à á-

á¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¤¨ £à ¬¬ ­  ®¡à §ãîé¨¥ (¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ª â¥£®à¨© ¨¬¥­)

¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¤¨ £à ¬¬ ¬¨:

T k�1 Fk�1
�! T k

jj # Gk

T k
G(k�1)
�! T 1

ª®â®àë¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¨ £®¬®-

¬®àä¨§¬®¢ Gk�1, Gk.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ á¥¬¥©áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Lk : T k ! Set1,

ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å á £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ Fk : T k ! T k+1. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
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¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1, â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨­¤ãæ¨àã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­

L : T 1
! Set1 â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ L ¨ Gk à ¢­  Lk,

â® ¥áâì Lk = Gk � L.

�¯à¥¤¥«¨¬, â¥¯¥àì, ®¯¥à æ¨î Denote, ¤¥©áâ¢ãîéãî ­  ¬­®¦¥áâ¢ å

í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¥© NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T 1 (â® ¥áâì ­  ª â¥£®à¨¨

¨¬¥­) ¢ ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ ObT 1 ¨ ¬®àä¨§¬®¢ MorT 1, à ¢­®© ®£à ­¨-

ç¥­¨î £®¬®¬®àä¨§¬  L : T 1
! Set1 ­  ª â¥£®à¨î ¨¬¥­ ª â¥£®à¨¨ T 1 ¢

ª â¥£®à¨î ¨¬¥­ â®¯®á  Set1, ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á ª â¥£®à¨¥© T 1.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® T 1 á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨

Name ¨ Denote ï¢«ï¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬, ®áâ «®áì

¯®ª § âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢

Denote(Name(T )) = T ¨ Denote(Name(f)) = f;

¤«ï «î¡ëå T 2 ObT 1 ¨ f 2 MorT 1. �®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å à ¢¥­áâ¢

­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ãîâ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¨

®¯à¥¤¥«¥­¨© ®¯¥à æ¨© Name ¨ Denote.

�¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâì T 1 á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ ¯®¤â®¯®á 

Set1 ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® â®¯®á  Set ¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  L :

T 1 ! Set1, ª®â®àë© í«¥¬¥­âë true ¨ false ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ­¥à ¢­ë¥ í«¥-

¬¥­âë true ¨ false ª â¥£®à¨¨ Set1. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥-

¬ë 2.1.
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3 �«£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨

� ®â«¨ç¨¥ ®â  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ¬­®£®-

®á­®¢­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨, ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ áå¥¬ë ¡ § ¤ ­­ëå

¬®¤¥«¨àãîâáï ª â¥£®à¨ï¬¨ á ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ âà¥¡ãîâ ¯à¨¢«¥-

ç¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢, ¢ ª®â®àëå ®¯¥à æ¨¨ ¤¥©áâ¢ãîâ ¯à¨ ¢ë¯®«-

­¥­¨¨ ­¥ª®â®àëå ãá«®¢¨©. �à¨¬¥à®¬ â ª®© ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à æ¨ï

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©: ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥­¨© f1 ¨ f2 ®¯à¥¤¥-

«¥­ , ¥á«¨ â®«ìª® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© f1 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

f2, â® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® codom(f1) = dom(f2). �­®£¨¥ ¤àã£¨¥

ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ãá«®¢­ë¬¨. �®«¥¥ â®£®, ãá«®¢­ë¥

®¯¥à æ¨¨ âà¥¡ãîâáï ¨ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¢®§­¨ª îé¨å ¢ ¯à¥¤-

¬¥â­ëå ®¡« áâïå.

�¥à¥©¤¥¬ ª ä®à¬ «ì­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬.

�ãáâì D | ­¥ª®â®à®¥ ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë-

¢ âì á«®¢ à¥¬  «£¥¡àë. �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  D ­ §ë¢ îâáï á¨£­ âãà­ë¬¨

á¨¬¢®« ¬¨  «£¥¡àë ¨«¨ â¥à¬¨­ ¬¨. �ãáâì X ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥-

¬¥­­ëå. � ª ®¡ëç­®, ¬­®¦¥áâ¢®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¨«¨ â¥à¬®¢

Term(D;X) á® á«®¢ à¥¬ D ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå X áâà®¨âáï ¨­¤ãª-

â¨¢­® ¯® ¯à ¢¨« ¬:

¥á«¨ t 2 D ¨«¨ t 2 X, â® t 2 Term(D;X);

¥á«¨ F 2 D ¨ t1; :::; tn 2 Term(D;X), â® F (t1; :::; tn) 2 Term(D;X).

�à ¢­¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢¨¤  L = R, £¤¥ L;R|¯ à  â¥à¬®¢

¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Term(D;X).

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® á ª ¦¤ë¬ â¥à¬¨­®¬ F 2 D á¢ï§ë¢ ¥âáï

á«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬  ãá«®¢¨©:

F:cond:eq(x1; :::; xn) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© á ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ x1; :::; xn, § -

¤ îé ï ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï â¥à¬¨­  F ;

F (x1; :::; xn) | ¢¨¤ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­®£® â¥à¬  á® á«®¢ à­ë¬ â¥à-

¬¨­®¬ F ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© ¯à¨¬¥­¥­¨ï íâ®£® â¥à¬¨­ ;

F:res:eq(x1; :::; xn) | á¨áâ¥¬  à¥§ã«ìâ¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨©, § ¤ îé¨å

á¢ï§ì â¥à¬¨­  F á ¤àã£¨¬¨ â¥à¬¨­ ¬¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ­¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© ¬®£ãâ ¡ëâì âà¨¢¨-

 «ì­ë¬¨ (¯ãáâë¬¨).

�®¢¬¥áâ­® ¯à¨¢¥¤¥­­ãî ¢ëè¥ á¨áâ¥¬ã ãá«®¢¨© ¢ ¯à¨¬¥à å ¡ã¤¥¬ § ¯¨-

áë¢ âì ®¤­¨¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥:
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"�á«¨ F:cond:eq(x1; :::; xn), â® ¢ëà ¦¥­¨¥ F (x1; :::; xn) ¯à ¢¨«ì­® ¨

F:res:eq(x1; :::; xn)".

�à®¬¥ â®£®, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® § ¤ ­  á¨áâ¥¬  ãá«®¢­ëå á®®â­®-

è¥­¨© E = fe1; :::; ekg, £¤¥ ¤«ï ª ¦¤®£® e 2 E § ¤ ­ë:

e:cond:eq(x1; :::; xk) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©, § ¤ îé ï ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥-

­¨ï á®®â­®è¥­¨ï e;

e:res:eq(x1; :::; xk) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©, ®¯à¥¤¥«ïîé ï à¥§ã«ìâ â á®-

®â­®è¥­¨ï e.

�á«®¢­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ e ¢ ¯à¨¬¥à å ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤«®-

¦¥­¨ï:

"�á«¨ e:cond:eq(x1; :::; xk),â® e:res:eq(x1; :::; xk)".

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï S = (D;E)  «£¥¡à ¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï:

D | á«®¢ àì ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨©, £¤¥ ¤«ï ª ¦¤®© ®¯¥à æ¨¨ F 2 D

®¯à¥¤¥«¥­ë ãà ¢­¥­¨ï | ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï íâ®© ®¯¥à æ¨¨, ¯à ¢¨«ì­®

¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ á íâ®© ®¯¥à æ¨¥© ¨ á¨áâ¥¬  à¥§ã«ìâ¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨©;

E | ¬­®¦¥áâ¢® ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨©.

�ãáâì S = (D;E) | á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï ­¥ª®â®à®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë, ¨ X | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå. �¯à¥¤¥«¨¬,â¥¯¥àì, ¢ ¬­®-

¦¥áâ¢¥ Term(D;X) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® CTerm(D;E;X) � Term(D;X), ª®-

â®à®¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©.

�®áâà®¨¬ â ª¦¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE � CTerm(D;E;X) �

CTerm(D;E;X) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©. �­®-

¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨© CTerm(D;E;X) ¨ ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ­¥¬ eqE áâà®ïâáï ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. ¥á«¨ x 2 X, â® x 2 CTerm(D;E;X);

2. ¤«ï «î¡®£® F 2 D, ¥á«¨ t1; ::; tn 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¤«ï ­¨å

¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï F , â® ¥áâì F:cond:eq(t1; :::; tn) �

eqE, â® F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X) ¨, ¥á«¨ â¥à¬ë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢

F:res:eq(t1; :::; tn) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë, â® ¯ àë â¥à¬®¢ | «¥¢ ï

¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨© ¨§ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F:res:eq(t1; :::; tn),

¢ª«îç îâáï ¢ ®â­®è¥­¨¥ eqE;

3. ®â­®è¥­¨¥ eqE à¥ä«¥ªá¨¢­®, á¨¬¬¥âà¨ç­® ¨ âà ­§¨â¨¢­®, â® ¥áâì,

¥á«¨ t 2 CTerm(D;E;X), â® (t; t) 2 eqE, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqE, â®

(t2; t1) 2 eqE, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqE ¨ (t2; t3) 2 eqE, â® (t1; t3) 2 eqE;
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4. ¤«ï «î¡®£® F 2 D, ¥á«¨ F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¯ à â¥à¬®¢

(t1; t
0
1); :::; (tn; t

0
n
) 2 eqE, â® F (t01; :::; t

0
n
) 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¯ à 

(F (t1; :::; tn); F (t
0
1; :::; t

0
n
)) 2 eqE;

5. ¤«ï ª ¦¤®£® ãá«®¢­®£® á®®â­®è¥­¨ï e 2 E ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ­ ¡®à 

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨© t1; ::; tk 2 CTerm(D;E;X), ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î ¯à¨¬¥­¥­¨ï á®®â­®è¥­¨ï e, â® ¥áâì ãá«®¢¨î

e:cond:eq(t1; :::; tk) � eqE, ¥á«¨ â¥à¬ë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ e:res:eq(t1; :::; tn),

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë, â® ãà ¢­¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©

e:res:eq(t1; :::; tn), ¢ª«îç îâáï ¢ ®â­®è¥­¨¥ eqE.

�á«¨ ¯ à  â¥à¬®¢ (t1; t2) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®â­®è¥­¨î eqE, â® íâ® ¡ã¤¥â

¢ëà ¦ âìáï â ª¦¥ ä®à¬ã«®© t1 �E t2.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �ãáâì S = (D;E) | ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª -

æ¨ï. �«£¥¡à®© A(D;E) á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¯®à®¦¤¥­­®© á«®¢ à¥¬

â¥à¬¨­®¢ D, ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© F:cond:eq ¨ à¥§ã«ìâ¨àãî-

é¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ F:res:eq, ¤«ï F 2 D, ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ãá«®¢­ëå á®®â-

­®è¥­¨© E ­ §ë¢ ¥âáï ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢

CTerm(D;E; ;) ¯® ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE, ¯®áâà®¥­­ëå ¯à¥¤áâ -

¢«¥­­ë¬ ¢ëè¥ ¯à ¢¨« ¬ 1|5.

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® á«®¢ àì D  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ­¥ á®¤¥à-

¦¨â á¨­®­¨¬®¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.3. �«£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  A(D;E) ­ §ë¢ ¥âáï

­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®©, ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢  á«®¢ à­ëå â¥à¬¨­  F1; F2 2 D ­¥

íª¢¨¢ «¥­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE, â® ¥áâì F1 6�E F2.

� áá¬®âà¨¬ ­¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬

á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

� ¯¥à¢®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå A = (Name;�; Eq) (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï II.1.4 ¨ II.1.8) ï¢«ï¥âáï

¯à¨¬¥à®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.1. �¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå.

�ãáâì A = (Name;�; Eq) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå, £¤¥ � =

fs1; :::; sn; f1; :::; fkg | á¨£­ âãà   ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå.

� ª ç¥áâ¢¥ á«®¢ àï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢-

­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¡¥à¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®

D = ftrue; 2; s1; :::; sn; f1; :::; fkg:
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�­®¦¥áâ¢® á®®â­®è¥­¨© ¨ ãà ¢­¥­¨ï íâ®£® ¯à¨¬¥à  ¡ã¤¥¬ ¢ë¯¨áë¢ âì

®â¤¥«ì­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ­¥ª®â®àë¥ á®ªà é¥­­ë¥ ä®à¬ë § ¯¨á¥©,

ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¢¢®¤¨âìáï ¯® ¬¥à¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. �¥à¥¬¥­­ë¥ ¡ã¤ãâ

®¡®§­ ç âìáï á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï § £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨, ¨«¨ ¯à®áâ®

§ £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨.

�®«®¦¨¬: true , s1; :::; sn | ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¯à ¢¨«ì­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï;

�á«¨ Y = si, â® 2 (X;Y ) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, ¤«ï i = 1; :::; n.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X 2 Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (X;Y ) = true.

� ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ íâ®£® á®ªà é¥­¨ï ¢ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢­ë¥ á®-

®â­®è¥­¨ï E íâ®£® ¯à¨¬¥à .

�á«¨ fj | äã­ªæ¨®­ «ì­ë© á¨¬¢®« â¨¯  fj : si1 � :::� sir ! skj , â® ¤«ï

­¥£® ¢¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥. �á«¨ Xi1
2 si1 ; :::;Xir 2 sir, â®

¢ëà ¦¥­¨¥ fj(Xi1
; :::;Xir) ¯à ¢¨«ì­®, ¨ fj(Xi1

; :::;Xir) 2 skj
�à®¬¥ â®£®, ¢ë¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨ï Eq, ¢ëà ¦ îé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨¬¥à  3.1, ï¢«ï¥âáï ¨­¨æ¨ «ì­®©  «£¥-

¡à®© â¥à¬®¢  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë

II.1.2 ).

� £« ¢¥ 2 ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ª â¥£®à¨¨, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ã-

îé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©, ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥

¤ ¥âáï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï â ª®© ª â¥£®à¨¨ ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à -

æ¨ï¬¨.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.2. � â¥£®à¨ï Cat(s1; :::; sn; f1; :::; fk; Eq), § ¤ ­­ ï ®¡à -

§ãîé¨¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ s1; :::; sn, ¬®àä¨§¬ ¬¨ f1; :::; fk ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ á®®â­®-

è¥­¨© Eq ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.

�«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ ¢ íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤:

D = ftrue;2; ob;mor; dom; codom; com; id; s1; :::; sn; f1; :::; fkg:

�­®¦¥áâ¢® á®®â­®è¥­¨© ¨ ãà ¢­¥­¨ï íâ®£® ¯à¨¬¥à  â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ¢ë¯¨-

áë¢ âì ®â¤¥«ì­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ­¥ª®â®àë¥ á®ªà é¥­­ë¥ ä®à¬ë

§ ¯¨á¥©, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¢¢®¤¨âìáï ¯® ¬¥à¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. �¥à¥¬¥­­ë¥

¡ã¤ãâ ®¡®§­ ç âìáï, ª ª ¨ à ­ìè¥, á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï § £« ¢­ë¬¨

¡ãª¢ ¬¨, ¨«¨ ¯à®áâ® § £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨.
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�®«®¦¨¬:

true; ob;mor, s1; :::; sn; f1; :::; fk | ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¯à ¢¨«ì­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï;

�á«¨ Ob = ob, â® 2 (X;Ob) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥.

�á«¨ Mor = mor, â® 2 (X;Mor) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X 2 Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (X;Y ) = true.

� ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ íâ®£® á®ªà é¥­¨ï ¢ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢­ë¥ á®-

®â­®è¥­¨ï E íâ®£® ¯à¨¬¥à .

si 2 ob, ¤«ï i = 1; :::; n; fj 2 mor, ¤«ï j = 1; :::; k.

�á«¨ F 2 mor, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ dom(F ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ dom(F ) 2 ob.

�á«¨ F 2 mor, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ codom(F ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ codom(F ) 2 ob.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ F : X ! Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬

¢ëà ¦¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F 2 mor; dom(F ) = X; codom(F ) =

Y:

�á«¨ X 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ id(X) ¯à ¢¨«ì­® ¨ id(X) : X ! X:

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) = dom(G); â® ¢ëà ¦¥­¨¥

com(F;G) ¯à ¢¨«ì­® ¨ com(F;G) 2 mor; dom(com(F;G)) = dom(F );

codom(com(F;G)) = codom(G):

�á«¨ F : X ! Y , â® com(id(X); F ) = F com(F; id(Y )) = F .

�á«¨ F1 : X1 ! X2; F2 : X2 ! X3; F3 : X3 ! X4; â®

com(com(F1; F2); F3)) = com(F1; com(F2; F3)).

�à®¬¥ â®£®, ¢ë¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨ï, ¢ëà ¦ îé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦-

¤ã ¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  á®®â­®è¥­¨© Eq.

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¢¢¥¤¥­­ë¥ á®ªà é¥­¨ï ¤«ï á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© ¯®§¢®«ïîâ

¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ª â¥£®à¨¨ ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à -

æ¨ï¬¨ ¨ ãá«®¢­ë¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢ áâ ­¤ àâ­®© ¤«ï â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

ä®à¬¥. �«£¥¡à , § ¤ ­­ ï íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­®© ª -

â¥£®à¨¥©, § ¤ ­­®© ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨.

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© âà¥¡ãîâáï â ª¦¥ ª -

â¥£®à¨¨, ã ª®â®àëå ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ®¡ê¥ªâ®¢ ®¯à¥¤¥«¥­ ¯®àï¤®ª,  ­ «®£¨ç-

­ë© ¯®àï¤ªã ¢ª«îç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢. �¡ê¥ªâë ¬®£ãâ ¨¬¥âì í«¥¬¥­âë, ¨

¬®àä¨§¬ë ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ ­ á«¥¤®¢ ­¨ï [56, 40]. �à®¬¥ â®£®, å®â¥-

«®áì ¡ë, çâ®¡ë ¢á¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë ¡ë«¨ à §¡¨âë ¯® â¨¯ ¬.

�à¥¤áâ¢ ¬¨ ãá«®¢­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ëà ¦ îâáï ¢

á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥.
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� à ¨ ¬ ¥ à 3.3. � â¥£®à¨ï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå â¨¯®¢ OrderCat.

�á¯®«ì§ã¥âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ Cat(:::) ¨§ ¯à¨¬¥à  3.2. �à¨ íâ®¬, ¯®¯®«­ï-

¥âáï á«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨©.

�«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ D ¯®¯®«­ï¥âáï í«¥¬¥­â ¬¨ boolean , false; �,

injection, ;; appl.

�  «£¥¡à¥ Cat ¢ëà ¦¥­¨¥ 2 (El;X) ¯à ¢¨«ì­®, â®«ìª® ¥á«¨ X á®¢¯ -

¤ ¥â á ob ¨«¨ mor. � ª ª ª ¬ë å®â¨¬ ¤®¯ãáâ¨âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢

ã ®¡ê¥ªâ®¢, â® ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨î 2 á«¥¤ãîé¨¬¨ ¯à ¢¨-

« ¬¨ ( ­ ¯®¬­¨¬, çâ® ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ®¡®§­ ç îâáï á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï

á ¯à®¯¨á­®© ¡ãª¢ë, ¨«¨, ¯à®áâ®, ¯à®¯¨á­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨)

�á«¨ X 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ 2 (El;X) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­®.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ El 2 X ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (El;X) = true.

�®«®¦¨¬ â ª¦¥:

boolean, false | ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ¨

boolean 2 ob; true 2 boolean; false 2 boolean.

�á«¨ X 2 ob; Y 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ � (X;Y ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ � (X;Y ) 2

boolean.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X � Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï � (X;Y ) = true:

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ®â­®è¥­¨ï ¢ª«îç¥­¨ï */:

�á«¨ X 2 ob, â® X � X:

�á«¨ X1 � X2; X2 � X3, â® X1 � X3.

�á«¨ X1 � X2; X2 � X1; â® X1 = X2.

�á«¨ X � Y , â® ¢ëà ¦¥­¨¥ injection(X;Y ) ¯à ¢¨«ì­® ¨

injection(X;Y ) 2 mor,

dom(injection(X;Y )) = X,

codom(injection(X;Y )) = Y .

�á«¨ F;G 2 mor; X;Y 2 ob; X � Y ; codom(F ) = X, codom(G) = X;

¨ com(F; injection(X;Y )) = com(G; injection(X;Y )); â® F = G.

�á«¨ X � Y; Y � Z, â® com(injection(X;Y ); injection(Y;Z)) =

injection(X;Z).

�á«¨ X 2 ob, â® injection(X;X) = id(X).

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï:

/* ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢ */

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); â® ¢ëà ¦¥­¨¥

com(F;G) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­® ¨
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com(F;G) 2 mor,

dom(com(F;G)) = dom(F ),

codom(com(F;G)) = codom(G):

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); â®

com(com(F; injection(codom(F ); dom(G)); G) = com(F;G).

�á«¨ F;G;H 2 mor; codom(F ) � dom(G); codom(G) � dom(H); â®

com(com(F;G);H)) = com(F; com(G;H)).

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ®â­®è¥­¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ */:

�á«¨ X;Y 2 ob, El 2 X; X � Y , â® El 2 Y .

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ¯ãáâ®© ®¡« áâ¨ */:

�¥à¬¨­ ; ®¯à¥¤¥«ï¥â ­ã«ì à­ë© ¡¥§ãá«®¢­ë© â¥à¬ ¨ ; 2 ob, 2 (El; ;) =

false.

�á«¨ X 2 ob; â® ; � X.

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* â¥à¬¨­  appl, ®§­ ç îé¥£® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ äã­ª-

æ¨®­ «ì­®£® â¥à¬  ª í«¥¬¥­âã ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï */:

�á«¨ El 2 X; F : X ! Y , â® ¢ëà ¦¥­¨¥ appl(F;El) ¯à ¢¨«ì­® ¨

appl(F;El) 2 Y .

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ F (El) ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ â¥à¬  appl(F;El).

�á«¨ El 2 X; X � Y , â® injection(X;Y )(El) = El.

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); El 2 dom(F ); â®

com(F;G)(El) = G((F (El)).

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡ëç­®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¯®­ïâ¨ï ª -

â¥£®à¨¨ (¯à¨¬¥à 3.2), ¢ ®¡ê¥ªâ å ¢ë¤¥«ïîâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâë,

¤®¯ãáª ¥âáï, çâ®¡ë ®¡ê¥ªâë ¨¬¥«¨ í«¥¬¥­âë ¨ ­¥ª®â®àë¥ í«¥¬¥­âë ¡ë«¨

¢ëà §¨¬ë ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨. � ¦­ë¬ ¤«ï ¯à¨«®¦¥­¨© ®¡®¡é¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï

â ª¦¥ à áè¨à¥­¨¥ ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢: ª®¬¯®§¨-

æ¨ï ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ ®¯à¥¤¥«¥­  ­¥ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¡« áâì §­ ç¥­¨©

®¤­®£® ¬®àä¨§¬  á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤àã£®£®, ­® ¨ ª®£¤ 

®¡« áâì §­ ç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �à®¬¥ â®£®,

í«¥¬¥­â ¯®¤®¡ê¥ªâ  ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬ á ¬®£® ®¡ê¥ªâ , ¯®íâ®¬ã ¬®àä¨§-

¬ë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  ®¡ê¥ªâ¥, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ¨ ª í«¥¬¥­â ¬ «î¡®-

£® ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ . � ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  íâ®£® ¯à¨¬¥à 

¯®§¢®«ï¥â ¬®¤¥«¨à®¢ âì ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬¥å ­¨§¬ ­ á«¥¤®¢ ­¨ï á¢®©áâ¢

¯®¤â¨¯®¬ ã ­ ¤â¨¯ .
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�«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡®«¥¥ ª®­ªà¥â­ëå ¯®­ïâ¨© ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨î ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à , ¤®¯®«­¨¢ ¥¥ ­®¢ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨

á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª®­ªà¥â­®£® ¯®­ïâ¨ï.

�«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï â®¯®á­ëå ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨

¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à  ¢ á«®¢ àì á«¥¤ã¥â ¤®¡ ¢¨âì ¨¬¥­  á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¨å ®¯¥à æ¨© ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ á®®â­®è¥­¨ï. �«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï

à¥ä«¥ªá¨¨, ª®â®à ï ¤«ï â®¯®á®¢ ¡ë«  à áá¬®âà¥­  ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥,

ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨¬¥à  â ª¦¥ ­ã¦­® ¤®¡ ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥à¬¨­ë

¨ á®®â­®è¥­¨ï.

� § ¤ ç å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ á ãá«®¢-

­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¬­®£¨¥ ¢®¯à®áë ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®¬ã ¯®­ïâ¨î á¢®¤ïâáï ª

á«¥¤ãîé¥©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥. �ãáâì § ¤ ­  ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï

 «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S = (D;E), ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ­¥ª®â®à®¥ ¯®­ïâ¨¥.

�ã¦­® ã¬¥âì ®â¢¥ç âì ­  ¤¢  ®á­®¢­ëå ¢§ ¨¬®á¢ï§ ­­ëå ¢®¯à®á :

ï¢«ï¥âáï «¨ ¯à¥¤êï¢«¥­­ë© ¢ ¬ â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¬;

íª¢¨¢ «¥­â­ë «¨ ¤¢  â¥¬  t1 ¨ t2 ¯® ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE,

¯®à®¦¤¥­­®© á®®â­®è¥­¨ï¬¨ E.

� ª ª ª ¯à¨¬¥à ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ A(D;E) ï¢«ïîâáï £àã¯-

¯ë ¨ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥-

­¨©, ¨ ¨§¢¥áâ­ë ¯à¨¬¥àë £àã¯¯ ¨ ¯®«ã£àã¯¯ á  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥à §-

à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© â®¦¤¥áâ¢  á«®¢, â® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

CTerm(D;E; ;) � Term(D;E; ;) ¨

eqE � CTerm(D;E; ;)� CTerm(D;E; ;)

¬®£ãâ ¡ëâì ­¥à §à¥è¨¬ë¬¨ (­® ¢á¥£¤  à¥ªãàá¨¢­® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë). �®íâ®¬ã

¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬  ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  ¯®áâ -

¢«¥­­ë¥ ¢ëè¥ ¢®¯à®áë ¨ ­ã¦­® ­ ©â¨ ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ íâ¨å ¯à®¡«¥¬.

� ª¨¬ à¥è¥­¨¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ®âà ¦¥­¨¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (­ àï¤ã

á ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨ ¯®­ïâ¨© | á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬) ã¦¥

¨§¢¥áâ­ëå ­ ¬ à ¢¥­áâ¢ ¨ ¨§¢¥áâ­ëå ¤«ï ¤ ­­®£® ¯®­ïâ¨ï  «£®à¨â¬®¢ ¯®«ã-

ç¥­¨ï ­®¢ëå à ¢¥­áâ¢, ¢ëâ¥ª îé¨å ¨§ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¨ ¨§¢¥áâ­ëå à ¢¥­áâ¢.

� ¡®à â ª¨å à ¢¥­áâ¢ ¨  «£®à¨â¬®¢ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©  «£¥-

¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë. �®«¥¥ â®ç­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ApproxaA  «£¥¡à ¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ A(D;E) ­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ­ ¡®à

¯®¤¬­®¦¥áâ¢:

CTerma � Term(D; ;); NTerma � Term(D; ;) | ¤¢   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨

à §à¥è¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢ á® á«®¢ à¥¬ â¥à¬¨­®¢ D ;

134



eqa
E
� Term(D; ;) � Term(D; ;); Neqa

E
� Term(D; ;) � Term(D; ;)

| ¤¢   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ à §à¥è¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¯ à

â¥à¬®¢ á® á«®¢ à¥¬ D.

�à¨ íâ®¬ ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á«¥¤ãîé¨¥ ¢ª«îç¥­¨ï:

CTerma
� CTerm(D;E; ;); eqa

E
� eqE

¨, ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë A(D;E),

¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ¢ª«îç¥­¨ï:

NTerma
� (Term(D; ;) n CTerm(D;E; ;));

Neqa
E
� (Term(D; ;)� Term(D; ;)) n eqE;

£¤¥ á¨¬¢®«®¬ n ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨ ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.5. �ãáâì ¯®áâà®¥­ë ¤¢¥  ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨. �¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨ï Approxa = (CTerma; NTerma; eqa
E
; Neqa

E
)  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë

A(D;E) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡®«¥¥ â®ç­®©, ç¥¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï Approxb =

(CTermb; NTermb; eqb
E
; Neqb

E
); ¥á«¨ ®­¨ ­¥ á®¢¯ ¤ îâ ¨ ¬­®¦¥áâ¢   ¯-

¯à®ªá¨¬ æ¨¨ Approxa á®¤¥à¦ â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢   ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨¨ Approxb.

�á«¨ Approxa = (CTerma; NTerma; eqa
E
; Neqa

E
) | ­¥ª®â®à ï  ¯¯à®ª-

á¨¬ æ¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë A(D;E) ¨ t | ­¥ª®â®àë© â¥à¬, â® ¯®

¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, çâ® â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¥á«¨

t 2 CTerma, ¨ ­¥¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¥á«¨ t 2 NTerma. � ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥, ¯à ¢¨«ì­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï â¥à¬  t ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ áç¨â -

¥âáï ­¥¨§¢¥áâ­®©. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ § ¤ ­ë â¥à¬ë t1 ¨ t2, â® ¢ ¤ ­­®©

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ íâ¨ â¥à¬ë áç¨â îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqa
E
,

­¥íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ (t1; t2) 2 Neqa
E
, ¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ­¥¨§¢¥áâ­  ¢

¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ¡ §¥ ¯®­ïâ¨© ­¥®¡-

å®¤¨¬® åà ­¨âì ª ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¯à¥¤áâ ¢«ïî-

é¥© ­¥ª®â®à®¥ ¯®­ïâ¨¥, â ª ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î íâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ¯®

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯®«ãç âì ­¥ª®â®àë¥ ®â¢¥âë ­  á«¥¤ãîé¨¥

¢®¯à®áë:

¤«ï ª ª¨å §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn â¥à¬ t(x1; :::; xn) ¯à ¢¨«ì­®

¯®áâà®¥­ ¢ â¥ªãé¥©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;

135



¤«ï ª ª¨å §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn â¥à¬ t(x1; :::; xn) ¢  ¯¯à®ªá¨-

¬ æ¨¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©

L1(x1; . . . ; xn) = R1(x1 . . . ; xn)

. . . . . . . . .

Lk(x1; . . . ; xn) = Rk(x1 . . . ; xn);

£¤¥ Li ¨ Ri | ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn, ¤«ï i = 1; :::; k.

�  ¯à ªâ¨ª¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥-

áª®© á¨áâ¥¬ë ¬®£ãâ § ¤ ¢ âìáï áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨  «£®à¨â¬ ¬¨ á

ãª § ­¨¥¬ ¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢ ¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ç¨á«  ¯¥à¥¯¨áë-

¢ ­¨ï ¨«¨ ¢à¥¬¥­¥¬ à ¡®âë  «£®à¨â¬®¢. � ®â«¨ç¨¥ ®â á¨áâ¥¬ ¯à ¢¨« ¯¥-

à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢, ª®â®àë¥ ¢®§­¨ª îâ ¢ â¥®à¨¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå (á¬. £« ¢ã 2), §¤¥áì ¤®«¦­ë ¨á¯®«ì§®¢ âìáï á¨áâ¥¬ë ãá«®¢­ëå ¯à ¢¨«

¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï [60, 71], á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãá«®¢­ë¬ à ¢¥­áâ¢ ¬  «£¥¡à ¨-

ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï  «£®à¨â¬®¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á

ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®«¥§­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �ãáâì S = (D;E) | ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï

¨ t â¥à¬ ¢ á«®¢ à¥ D. �á«¨ â¥à¬ t ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ S,

â® ¨ «î¡®© ¥£® ¯®¤â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¯à®-

¢®¤¨âì ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¯® è £ ¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢

CTerm(D;E) ¨ eqE.

�  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¬­®¦¥áâ¢  CTerm(D;E) ¨ eqE, á®£« á­® ¯®áâà®¥­¨ï¬

®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2, ¯ãáâë, ¨ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ «¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 1, «¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 á ¯ãáâë¬

ãá«®¢¨¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ¢ â®¬ ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥, ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬, ®ç¥-

¢¨¤­®, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1.

�ãáâì ã¦¥ ¯®áâà®¥­ë ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë ¬­®¦¥áâ¢  CTerm(D;E), ¨ ¯®

¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ®­¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥à¬ t ¯®áâà®¥­ ­  á«¥¤ãîé¥¬ è £¥ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥-

áâ¢  CTerm(D;E). �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2, â¥à¬ t ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 1, 2 ¨«¨ 4. �á«¨ â¥à¬ t ¯®áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 1, â® t |

¯¥à¥¬¥­­ ï, ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­¥­®. �á«¨ â¥à¬ t ¯®áâà®¥­

¯® ¯à ¢¨«ã 2 ¨«¨ 4, â® ®­ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ t = F (t1; :::; tn),

£¤¥ F 2 D ¨ t1; :::; tn | ­¥ª®â®àë¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë, ¯®-

áâà®¥­­ë¥ ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å è £ å. � ª ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¯®¤â¥à¬ â¥à¬ 
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t = F (t1; :::; tn) á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­¨¬ ¨§ â¥à¬®¢ t1; :::; tn ¨«¨ ¨å ¯®¤â¥à¬®¬,

â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ®­ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¨ ¤«ï â¥à¬  t, ¢

«î¡®¬ á«ãç ¥, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¢¥à­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨áå®¤ï ¨§ ¯à¨­-

æ¨¯  ¯®«­®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢.

�ãáâì s(x1; :::; xn) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥à¬, á®¤¥à¦ é¨© ¯¥à¥¬¥­­ë¥

x1; :::; xn ¨ t1; :::; tn | ­ ¡®à â¥à¬®¢. �¥à¥§ s(t1; :::; tn) ®¡®§­ ç ¥âáï à¥-

§ã«ìâ â ¯®¤áâ ­®¢ª¨ x1 7! t1, ... , xn 7! tn ¢ â¥à¬ s(x1; :::; xn).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �«ï «î¡®£® â¥à¬  s(x1; :::; xn) ¨ ­ ¡®à  íª¢¨¢ -

«¥­â­ëå â¥à¬®¢ t1 �E t01, ... , tn �E t0
n
®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE,

¨§ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ â¥à¬  s(t1; :::; tn) á«¥¤ã¥â ¯à ¢¨«ì­®áâì â¥à¬  s(t
0
1; :::; t

0
n
)

¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s(t1; :::; tn) �E s(t01; :::; t
0
n
).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¨­¤ãª-

æ¨¥© ¯® £«ã¡¨­¥ â¥à¬  s(x1; :::; xn). �á«¨ £«ã¡¨­  íâ®£® â¥à¬  ­®«ì, â®

íâ®â â¥à¬ | ¯¥à¥¬¥­­ ï, ¨ ¤«ï ­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �á«¨ íâ®â

â¥à¬ ¨¬¥¥â £«ã¡¨­ã ®¤¨­, â® s(x1; :::; xn) = F (x1; :::; xn), £¤¥ F 2 D, â®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2 ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à ¢¨«®¬ 4 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2

¯®áâà®¥­¨ï ®â­®è¥­¨ï eqE.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à ¢¨«®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2 ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å â¥à¬®¢ £«ã¡¨­ë ¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­®© k.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥¯¥àì, çâ® â¥à¬ s(x1; :::; xn) ¨¬¥¥â £«ã¡¨­ã, à ¢­ãî k + 1.

�®£¤  s(x1; :::; xn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ s(x1; :::; xn) = F (s1(x1; :::; xn); :::; sk(x1; :::; xn))

¤«ï ­¥ª®â®à®£® F 2 D ¨ â¥à¬®¢ s1(x1; :::; xn); :::; sk(x1; :::; xn) £«ã¡¨­ë

¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­®© k. �á«¨ s(t1; :::; tn) = F (s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn))

| ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬, â® á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1 â¥à¬ë

s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn) | â ª¦¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë. �âáî¤ , ¯®

¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨, ¨¬¥¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨

si(t1; :::; tn) �E si(t
0
1; :::; t

0
n
), ¤«ï i = 1; :::; k.

�®£¤ , ¯à ¢¨«® 4 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 ¤ ¥â ­ ¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

F (s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn)) �E F (s1(t
0
1; :::; t

0
n
); :::; sk(t

0
1; :::; t

0
n
)),

ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á âà¥¡ã¥¬®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî

s(t1; :::; tn) �E s(t01; :::; t
0
n
).

�âáî¤ , ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ á«¥¤ã¥â ¨áâ¨­­®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.2.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 3.3. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå â¥à¬®¢ s1(x1; :::; xn); s2(x1; :::; xn)

¨ ­ ¡®à  íª¢¨¢ «¥­â­ëå â¥à¬®¢ t1 �E t01, ... , tn �E t0
n
®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨-

¢ «¥­â­®áâ¨ eqE ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ s1(t1; :::; tn) �E s2(t1; :::; tn) á«¥¤ã¥â

íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s1(t
0
1; :::; t

0
n
) �E s2(t

0
1; :::; t

0
n
).
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª ¢ë¯®«­ï¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

s1(t1; :::; tn) �E s2(t1; :::; tn), â® â¥à¬ë s1(t1; :::; tn); s2(t1; :::; tn) ¯à ¢¨«ì-

­® ¯®áâà®¥­ë, ¨ ª ­¨¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2. �¬¥¥¬

s1(t1; :::; tn) �E s1(t
0
1; :::; t

0
n
) ¨ s2(t1; :::; tn) �E s2(t

0
1; :::; t

0
n
). �âáî¤ , ¯®

¯à ¢¨«ã 3 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 (á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ ®â­®è¥­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨) ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s1(t
0
1; :::; t

0
n
) �E

s2(t
0
1; :::; t

0
n
).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �á«¨ â¥à¬ F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X)

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¤«ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ S = (D;E), £¤¥ F 2 D| á«®¢ à­ë©

â¥à¬¨­, ¨ t1; :::; tn | ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë, â® ª®­ªà¥â¨§¨à®¢ ­­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï

ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï â¥à¬¨­  F:cond:eq(t1; :::; tn) ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¨­-

¤ãªæ¨¥© ¯® è £ ¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢

CTerm(D;E). �  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯®áâà®¥­ â®«ìª® ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1 ¨«¨ 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 á ¯ãáâë¬ ãá«®¢¨-

¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï. �«ï â ª¨å â¥à¬®¢ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 ®ç¥¢¨¤­®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥¯¥àì, çâ® â¥à¬ F (t1; :::; tn) ¯®áâà®¥­ ­  ­¥ª®â®à®¬ è £¥

¨ ¢á¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë, ¯®áâà®¥­­ë¥ ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å è £ å,

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.4. � íâ®¬ á«ãç ¥, â¥à¬ F (t1; :::; tn) «¨¡® ¯®-

áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 2 (¨ â®£¤  ¤«ï ­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.4, ®ç¥¢¨¤­®, ¢¥à­®),

«¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 3 ¨§ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­®£® â¥à¬  F (t01; :::; t
0
n
) ¨ íª¢¨¢ «¥­â-

­®áâ¥© t01 �E t1,...,t
0
n
�E tn. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥, ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­-

¤ãªæ¨¨ à ¢¥­áâ¢  ãà ¢­¥­¨© F:cond:eq(t1; :::; tn) ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE. �®£¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î á«¥¤áâ¢¨ï 3.3, à ¢¥­-

áâ¢  á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F:cond:eq(t1; :::; tn) â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.4 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï

¢á¥å ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢.

�®ª § ­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®§¢®«ïîâ ¢¢¥áâ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯à ¢¨«  ¯à®¢¥à-

ª¨ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï â¥à¬®¢ ¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ â¥à¬®¢. � ¯à¨¬¥à,

¯®«ì§ãïáì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬¨ 3.1{3.4, ¯à®¢¥àª  ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï â¥à-

¬  ¬®¦¥â á®áâ®ïâì ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®© ¯à®¢¥àª¥ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï

¯®¤â¥à¬®¢ ¯® ¢®§à áâ ­¨î ¨å á«®¦­®áâ¨ ¨ ¯®áâà®¥­¨¨ ¤«ï ­¨å ª ­®­¨ç¥-

áª¨å íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¨¬ â¥à¬®¢ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ ¯à ¢¨«ì-

­®áâì ¯®¤â¥à¬®¢ ¯à®¢¥à¥­    á ¬ â¥à¬ ­¥ ¢å®¤¨â ¢ â¥ªãéãî  ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨î, â® ¬®¦­® ¯à®¢¥à¨âì ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â¥à¬¨­ ,

¨ ¯à¨ ¨å ¢ë¯®«­¥­¨¨ à áè¨à¨âì â¥ªãéãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ­®¢ë¬ ¯à ¢¨«ì­®
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¯®áâà®¥­­ë¬ â¥à¬®¬. �«ï ¯à®¢¥àª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤¢ãå â¥à¬®¢ ¬®¦­®

¯à¨¢¥áâ¨ íâ¨ â¥à¬ë ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ áà ¢­¨âì

à¥§ã«ìâ âë.

�¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  «£¥¡à ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯à¨¬¥à®¢ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥é¥ ®¤­®-

¬ã ¢ ¦­®¬ã ¤«ï ª®­âà®«ï ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¢®©áâ¢ã: ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâì ¢¢¥¤¥­¨ï ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨© ¨ ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨© ¢ ¯à¨-

¬¥à å â ª®¢ , çâ® ¯à ¢¨«ì­®áâì â¥à¬®¢, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ëå ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ­ 

ª ¦¤®¬ è £¥, á«¥¤ã¥â ¨§ ç áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¯à¨¢¥¤¥­­®© ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å

è £ å á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨.

�à®¬¥ â®£®, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ §¤¥áì ¯à¨¬¥àë ¯®¤â¢¥à¦¤ îâ ®â¬¥ç¥­­ãî ¢

£« ¢¥ 2 ¢ ¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®ªà é¥­¨© ¨ ¬®¤ã«ì­®áâ¨ ¢ ®à£ ­¨§ æ¨¨

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.
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