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Àííîòàöèÿ

Ðåëÿöèîííûå àëãåáðû äàâíî è óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ áàç äàííûõ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ðåëÿ-

öèîííîé àëãåáðû, íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëüçîâàòåëþ íå âèäíû

ïîëíîñòüþ çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ, à òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòî-

ðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà äîìåíàõ. Ýòîò ñëó÷àé âàæåí

äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ áàç äàííûõ, êîãäà íóæíî âû-

äàâàòü è âñåñòîðîííå àíàëèçèðîâàòü ñâîäíóþ èíôîðìàöèþ ïî äàí-

íûì, õðàíÿùèìñÿ â íåêîòîðîé áàçå äàííûõ, íî äîñòóï ïîëüçîâàòå-

ëÿì ê ïåðñîíàëüíûì äàííûì â áàçå äàííûõ çàêðûò.

Ïî àíàëîãèè ñ ðåëÿöèîííûì ïîäõîäîì ê áàçàì äàííûõ, â ýòîì

ñëó÷àå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ, ñèñòåìà îïåðàöèé

íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè. Èñëåäóåòñÿ ïîëó÷åííûå àëãåáðû è

ââîäèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê çàïðîñîâ.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, êîòîðûå íàì
ïîòðåáóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áàç äàííûõ ñî ñêðûòàìè îòíîøåíèÿìè.
Îñíîâíîå ñðåäè íèõ � ïîíÿòèå ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ îòíîøåíèÿ.

Òàê æå, êàê è â ðåëÿöèîííîì ïîäõîäå ê áàçàì äàííûõ [1, 2] àòðè-
áóò îòíîøåíèÿ a çàäàåòñÿ èìåíåì a è îáëàñòüþ çíà÷åíèé (äîìåíîì) àò-
ðèáóòà Da. Çäåñü äîìåí Da èíîãäà áóäåò íàçûâàòüñÿ îáëàñòüþ íàáëþ-
äàåìûõ çíà÷åíèé ïîòîìó, ÷òî áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ó àòðèáóòà a
ìîãóò áûòü è äðóãèå äîìåíû D′a. Çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ â ýòèõ äîìåíàõ
íåïîëíîñòüþ íàáëþäàåìû ïîëüçîâàòåëåì â îòíîøåíèÿõ. Ïðè ýòîì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå d′ ∈ D′a ïîëüçîâàòåëü âîñïðèíèìàåò,
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êàê çíà÷åíèå p′(d′) ∈ Da â îáëàñòè íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé Da àòðèáó-
òà a. Ñîòâåòñòâèå ìåæäó íåíàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè è íàáëþäàåìûìè
çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì p′ : D′a −→ Da.

Ïðèìåð 1. Äëÿ ïðèìåðà, àòðèáóò ñ èìåíåì "Person"â ñèñòåìå, â êî-
òîðîé ìû õîòèì ñêðûòü èäåíòèôèêàöèþ ïîëüçîâàòåëÿ â êà÷åñòâå äîìå-
íà íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî åñòü
DPerson = {∗}, à äîìåí ðåàëüíûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü D′ = varchar(30).
Îòîáðàæåíèå íàáëþäåíèÿ p′ â ýòîì ñëó÷àå åñòü ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà varchar(30) â îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî{∗}.

Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå àòðèáóòà ðàññìîòðèì àòðèáóò ñ èìåíåì âîç-
ðàñò "age"ñ íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè Dage â âèäå ìíîæåñòâà èíòåðâà-
ëîâ, êîòîðûå èìåíóþòñÿ, êàê "ìëàäåí÷åñêèé "ìëàäøèé äî øêîëüíûé"è
ò. ä. Â êà÷åñòâå äîìåíà ðåàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ àòðèáóòà ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ öåëî÷èñëåííûé òèï äàííûõ D′age = integer. Îòîáðàæåíèå
p′ : D′age −→ Dage ñîîòâåòñòâóåò ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëà ê èíòåðâàëó.

Îòíîøåíèåì r ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an}, êàê îáû÷íî, íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè äîìåíîâ r ⊂
Da1 × ... × Dan ñîîòâåòñòâóþùèõ àòðèáóòîâ. Äîìåíû äëÿ àòðèáóòîâ ñ
ðàçëè÷íûìè èìåíàìè ìîãóò ñîâïàäàòü. Â íàøåì ñëó÷àå, äëÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèé ñòðîêè îòíîøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàñøèðåííûõ
(ñêðûòûõ) äîìåíàõ D′ai è ñ âåñàìè èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
R.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêðûòûì îòíîøåíèåì ϕ ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ

{a1, ..., an} íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ : D′a1 × ... × D′an −→ R èç äåêàðòî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàñøèðåííûõ äîìåíîâ p′a1 : D′a1 −→ Da1 , ..., p
′
an : D′an −→

Dan ñîîòâåòñòâóþùèõ àòðèáóòîâ a1, ..., an â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë R.
Íîñèòåëåì r′ϕ ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê

â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè D′a1 × ... ×D
′
an , íà êîòîðûõ ýòî ñêðûòîå îò-

íîøåíèå, êàê ôóíêöèÿ, íå ðàâíà íóëþ. Òî åñòü

r′ϕ = {(d′1, ..., d′n) ∈ D′a1 × ...×D
′
an | ϕ(d′1, ..., d

′
n) 6= 0}.

Äàëåå â îñíîâíîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ êî-
íå÷íûì íîñèòåëåì.

Íàáëþäàåìàÿ ÷àñòü íîñèòåëÿ r′ϕ � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, îáðàç ïîä-
ìíîæåñòâà r′ϕ ⊂ D′a1 × ...×D

′
an ïðè îòîáðàæåíèè ïðîåêöèè

p′a1 × ...× p
′
an : D′a1 × ...×D

′
an −→ Da1 × ...×Dan .
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Ïîëüçîâàòåëü, êàê è â îáû÷íûõ áàçàõ äàííûõ ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê
ñêðûòîìó îòíîøåíèþ ïî èìåíè, íî âèäåòü îí ìîæåò òîëüêî ñóììàðíûå
çíà÷åíèÿ âåñîâ ñòðîê ïî ñêðûòûì äîìåíàì ñàìîãî îòíîøåíèÿ èëè ðå-
çóëüòàòîâ îïåðàöèé íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè.

Ââåäåì òåïåðü ñèñòåìó îïåðàöèé íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè è íåêî-
òîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.

Op1. Ñóììèðîâàíèå ïî ñêðûòîìó äîìåíó. Ðåçóëüòàò îïåðàöèè
Σai ñóììèðîâàíèÿ ïî ñêðûòîìó äîìåíó àòðèáóòà ai â ñêðûòîì îòíîøå-
íèè ϕ ýòî ôóíêöèÿ

Σaiϕ : D′a1 × ...D
′
ai−1
×Dai ×D′ai+1

× ...×D′an −→ R,

çíà÷åíèå êîòîðîé íà êîðòåæå (d′1, ..., di, ..., d
′
n) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

Σaiϕ(d′1, ..., di, ..., d
′
n) =

∑
d′i∈{d

′
i∈D

′
i | p

′
i(d
′
i)=di}

ϕ(d′1, ..., d
′
i, ..., d

′
n).

Î÷åâèäíî, äëÿ ðàçíûõ àòðèáóòîâ ai è aj îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ Σai è
Σaj êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

ΣaiΣajϕ = ΣajΣaiϕ.

Op2. Ñóììà, ðàçíîñòü è óìíîæåíèå ñêðûòûõ îòíîøåíèé ñ

îäèíàêîâûìè íàáîðàìè àòðèáóòîâ. Àíàëîãàìè òåîðåòèêî-ìíîæåñ-
òâåííûõ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè äëÿ ñêðûòûõ îòíîøåíèé ϕ1 è ϕ2

ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè àòðèáóòîâ ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè ñóììû ϕ1 + ϕ2,
ðàçíîñòè ϕ1 − ϕ2 è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé ϕ1ϕ2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì
ñêðûòûì îòíîøåíèÿì. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé ïîëó÷àþòñÿ íîâûå
ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ òåì æå íàáîðîì àòðèáóòîâ è òåìè æå ñêðûòûìè
äîìåíàìè ýòèõ àòðèáóòîâ.

Íàáëþäàåìîé f ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an} áóäåì íàçûâàòü ïðî-
èçâîëüíóþ ôóíêöèþ:

f : Da1 × ...×Dan −→ R

èç äåêàðòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàáëþäàåìûõ äîìåíîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ àò-
ðèáóòîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Op3. Óìíîæåíèÿ ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ íà íàáëþäàåìóþ ñ òåì

æå íàáîðîì àòðèáóòîâ. Ðåçóëüòàò îïåðàöèè fϕ äëÿ íàáëþäàåìîé f
íà ñêðûòîå îòíîøåíèå ϕ ñ òåì æå íàáîðîì àòðèáóòîâ ÿâëÿåòñÿ ñêðûòîå
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îòíîøåíèå, çíà÷åíèå ôóíêöèè êîòîðîãî íà íà êîðòåæå (d′1, ..., d
′
n) ∈ D′a1×

...×D′an èç ýëåìåíòîâ â ñêðûòûõ äîìåíîâ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

(fϕ)(d′1, ..., d
′
n)

def
= f(p′1(d

′
1), ..., p

′
n(d′n))ϕ(d′1, ..., d

′
n)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñêðûòûõ îòíîøåíèé ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ
{a1, ..., an} è ñêðûòûìè äîìåíàìè D′a1 × ...×D

′
an îáðàçóþò êîììóòàòèâ-

íóþ àëãåáðó íàä êîëüöîì íàáëþäàåìûõ ñ òåì æå íàáîðîì àòðèáóòîâ
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Op4. Ñóììèðîâàíèå Sai ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ ϕ ïî çíà÷åíèÿì

íåêîòîðîãî àòðèáóòà ai. Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïåðàöèè
ïðîåêöè íà îòíîøåíèÿõ. Äëÿ ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ ϕ : D′a1 × ...×D

′
an −→

R ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì è àòðèáóòà ai îïåðàöèÿ Sai ñòðîèò ñêðûòîå
îòíîøåíèå

Saiϕ : D′a1 × ...× D′ai−1
×D′ai+1

× ...×D′an −→ R

ñ ìåíüøèì íàáîðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an}\{ai}. Ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèå
ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ Saiϕ íà ñòðîêå (d′1, ..., d

′
i−1, d

′
i+1, ..., d

′
n) ∈ D′a1 × ...×

D′ai−1
×D′ai+1

× ...×D′an çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

(Saiϕ)(d′1, ..., d
′
i−1, d

′
i+1, ..., d

′
n)

def
=

∑
d′i∈D

′
i

ϕ(d′1, ...d
′
i, ..., d

′
n)

Op5. Ïðîèçâåäåíèå ñêðûòûõ îòíîøåíèé ñ ðàçíûìè íàáîðà-

ìè àòðèáóòîâ. Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîåäèíåíèÿ îòíîøåíèé.
Ïóñòü ϕ1 è ϕ2 ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ íàáîðàìè àòðèáóòîâ {a11, ..., a1n} è
{a21, ..., a2m}, ñîîòâåòñòâåííî, íî ñ îäèíàêîâûìè ñêðûòûìè äîìåíàìè äëÿ
àòðèáóòîâ ñ îäèíàêîâûìè èìåíàìè. ×åðåç ϕ1ϕ2 îáîçíà÷àåòñÿ ñêðûòîå îò-
íîøåíèå ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {a11, ..., a1n}∪{a21, ..., a2m} � îáúåäèíåíèåì
èñõîäíûõ íàáîðîâ àòðèáóòîâ, êîòîðîå êàê ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ êàê ïðîèç-
âåäåíèå ôóíêöèé:

ϕ1ϕ2
def
= ϕ1(a11, ..., a1n)ϕ2(a21, ..., a2m).

Â ýòîé çàïèñè èìåíà àòðèáóòîâ aij íóæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïåðåìåí-
íûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ñâîèõ ñêðûòûõ äîìåíàõ D′aij . Ïðè÷åì àò-
ðèáóòû ñ îäèíàêîâûìè èìåíàìè â ðàçíûõ ôóíêöèÿõ äîëæíû ïðèíèìàòü
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íàáîðû àòðèáóòîâ
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ñêðûòûõ îòíîøåíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñêðûòûõ îò-
íîøåíèé ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè äåêàðòîãî ïðîèçâåäåíèÿ îáû÷íûõ îò-
íîøåíèé.

Ïåðåéäåì ê îïåðàöèÿì íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè, ñâÿçàííûì ñ çà-
ìåíîé (ñîãëàñîâàíèåì) íàáîðîâ àòðèáóòîâ.

Îòîáðàæåíèå íàáîðîâ àòðèáóòîâ σ : {b1, ..., bk} −→ {a1, ..., an}, ñîõðà-
íÿþùåå òèïû àòðèáóòîâ (äîìåíû àòðèáóòîâ), áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâà-
íèåì íàáîðîâ àòðèáóòîâ.

Åñëè îòîáðàæåíèå

d′ : {a1, ..., an} −→ D′a1 ∪ ... ∪D
′
an ,

çàäàþùåå ñòðîêó äåêàðòîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(d′(a1), ..., d
′(an)) ∈ D′a1 × ...×D

′
an ,

òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé d′σ çàäàåò ñòðîêó â äåêàðòîâîì ïðîèçâå-
äåíèè D′b1 × ... × D

′
bk
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìû

îáîçíà÷èì ÷åçåç σ′,

σ′ : D′a1 × ...×D
′
an −→ D′b1 × ...×D

′
bk
, ãäå σ′(d′(a1), ..., d

′(an))
def
= d′σ. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè îòîáðàæåíèå σ ñþðåêòèâíî, òî îòîáðàæåíèå σ′ �
èíúåêòèâíî.

Op6. Ïðÿìîé îáðàç ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîãëà-

ñîâàíèÿ íàáîðîâ àòðèáóòîâ. Åñëè ϕ : D′a1× ...×D
′
an −→ R � ñêðûòîå

îòíîøåíèÿ ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an} è σ : {b1, ..., bk} −→ {a1, ..., an}
� ñîãëàñîâàíèå íàáîðîâ àòðèáóòîâ, òî ÷åðåç σ∗ îáîçíà÷èì îïåðàöèþ
ïðÿìîãî îáðàçà, êîòîðàÿ ïî ñêðûòîìó îòíîøåíèþ ϕ ñ íàáîðîì àòðè-
áóòîâ {a1, ..., an} ñòðîèò ñêðûòîå îòíîøåíèå σ∗ϕ ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ
{b1, ..., bk}. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì çíà÷åíèå ôóíêöèè

σ∗ϕ : D′b1 × ...×D
′
bk
−→ R

íà ñòðîêå d′B : {b1, ..., bk} −→ D′b1 ∪ ... ∪D
′
bk
ðàâíûì âûðàæåíèþ

(σ∗ϕ)(d′B)
def
= 0 +

∑
d′∈D′a1×...×D′an

d′σ=d′B

ϕ(d′).
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà σ � âëîæåíèå σ : {a1, ..., an}\{ai} ↪→ {a1, ..., an},
îïåðàöèè ïðÿìîãî îáðàçà σ∗ è ñóììèðîâàíèÿ Sai ïî çíà÷åíèþ àòðèáóòà
ai ñîâïàäàþò.

Åñëè σ � áèåêöèÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèþ σ∗ áóäåì íàçûâàòü
òàêæå îïåðàöèåé çàìåíû àòðèáóòîâ.

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî, åñëè ñîãëàñîâàíèå íàáîðîâ àòðèáóòîâ σ
ïåðåâîäèò äâà àòðèáóòà bi è bj â îäèí, òî åñòü σ(bi) = σ(bj), òî ñêðûòîå
îòíîøåíèå σ∗ϕ ðàâíî 0 íà ñòðîêàõ d′B : {b1, ..., bk} −→ D′b1 ∪ ... ∪ D

′
bk
, â

êîòîðûõ d′B(bi) 6= d′B(bj).
Op7. Îáðàòíûé îáðàç ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñî-

ãëàñîâàíèÿ íàáîðîâ àòðèáóòîâ. Åñëè σ : {b1, ..., bk} −→ {a1, ..., an} �
ñîãëàñîâàíèå íàáîðîâ àòðèáóòîâ, òî ÷åðåç σ∗ îáîçíà÷èì îïåðàöèþ îáðàò-
íîãî îáðàçà, êîòîðàÿ ïî ñêðûòîìó îòíîøåíèþ ψ : D′b1 × ... × D

′
bk
−→ R

ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {b1, ..., bk} ñòðîèò ñêðûòîå îòíîøåíèå σ∗ψ : D′a1 ×
...×D′an −→ R ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an}. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêðûòîå
îòíîøåíèå σ∗ψ, êàê ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ôóíêöèé ψ è σ′, ãäå
σ′ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (1), òî åñòü σ∗ψ = ψσ′.

Îñîáåííîñòüþ îïåðàöèè σ∗ â ñëó÷àå, êîãäà σ íå ñþðúåêòèâíî è ñêðû-
òûå äîìåíû D′ai áåñêîíå÷íû, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ êî-
íå÷íûì íîñèòåëåì ìîãóò ïåðåâîäèòüñÿ ýòîé îïåðàöèåé â ñêðûòûå îò-
íîøåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì íîñèòåëåì. Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà
îïåðàöèÿ îáðàòíîãî îáðàçà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ â ñî÷åòàíèè ñ îïåðàöèåé
óìíîæåíèÿ íà ñêðûòîå îòíîøåíèå ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, òî åñòü â âèäå
σ∗(ψ)ϕ, ãäå ϕ � ñêðûòîå îòíîøåíèå ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì.

Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèé ïðÿìîãî è îáðàò-
íîãî îáðàçà.

Óòâåðæäåíèå 1.Îïåðàöèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáðàçà óäîâëåòâî-

ðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

1. Îïåðàöèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îáðàçà ôóíêòîðèàëüíû. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî,

åñëè 1A : A −→ A � òîæäåñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå àòðèáóòîâ, òî

îïåðàöèè (1A)∗ è (1A)∗ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè;

åñëè σ1 : A −→ B è σ2 : B −→ C � ñîãëàñîâàíèÿ íàáîðîâ àòðèáóòîâ,

òî äëÿ êîìïîçèöèè ýòèõ ñîãëàñîâàíèé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (σ2 ◦
σ1)
∗ = σ∗1 ◦ σ∗2 è (σ2 ◦ σ1)∗ = (σ2)∗ ◦ (σ1)∗.
2. Îïåðàöèÿ îáðàòíîãî îáðàçà σ∗ : H ′(b1, ..., bk) −→ H ′(a1, ..., an) ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð ñêðûòûõ îòíîøåíèé îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Òî åñòü σ∗(ψ1 + ψ2) = σ∗(ψ1) + σ∗(ψ2),
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σ∗(ψ1ψ2) = σ∗(ψ1)σ∗(ψ2) è σ∗(fψ2) = σ∗(f)σ∗(ψ2), ãäå ψ1, ψ2 ∈ H ′(b1, ..., bk)
� ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ íàáîðîì àòðèáóòîâ {b1, ..., bk} è f � íàáëþäà-

åìàÿ ñ òåì æå íàáîðîì àòðèáóòîâ.

3. Îïåðàöèÿ ïðÿìîãî îáðàçà σ∗ : H ′(a1, ..., an) −→ H ′(b1, ..., bk) ïåðå-

ñòàíîâî÷íà ñ îïåðàöèåé ñóììû, òî åñòü σ∗(ϕ1 + ϕ2) = σ∗(ϕ1) + σ∗(ϕ2),
íî íå ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèÿ, òî åñòü, â îáùåì ñëó÷àå σ∗(ϕ1ϕ2) 6=
σ∗(ϕ1)σ

∗(ϕ2), ãäå ϕ1, ϕ2 ∈ H ′(a1, ..., an) � ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ íàáî-

ðîì àòðèáóòîâ {a1, ..., an}. Îäíàêî, åñëè ñîãëàñîâàíèå íàáîðîâ àòðè-

áóòîâ σ : {b1, ..., bk} −→ {a1, ..., an} ñþðúåêòèâíî, òî îïåðàöèÿ σ∗ :
H ′(a1, ..., an) −→ H ′(b1, ..., bk) èíúåêòèâíà è ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ïðîèçâå-

äåíèÿìè.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî ñîãëàñîâàíèÿ íàáîðîâ àòðèáóòîâ σ :
B −→ A è ëþáûõ ñêðûòûõ îòíîøåíèé ψ ∈ H ′(B) è ϕ ∈ H ′(A) ñ êî-

íå÷íûìè íîñèòåëÿìè è ñ íàáîðàìè àòðèáóòîâ B = {b1, ..., bk} è A =
{a1, ..., an}, ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

σ∗(σ∗(ψ)ϕ) = ψσ∗(ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 ïðîâîäèòññÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé. Ïóñòü d′B :
{b1, ..., bk} −→ D′b1 ∪ ... ∪ D

′
bk

� ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà èç äåêàðòîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ D′b1 ∪ ... ∪ D

′
bk
, òîãäà ïî îïðåäåëåíèÿì îïåðàöèé ïðÿìîãî è

îáðàòíîãî îáðàçà ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ, à òàêæå èç ñâîéñòâà äèñòðèáó-
òèâíîñòè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, èç ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
óòâåðæäåíèÿ 2 íà ýòîé ñòðîêå ïîëó÷àåì:

(σ∗(σ∗(ψ)ϕ))(d′B) = 0 +
∑

d′∈D′a1×...×D′an
d′σ=d′B

(σ∗(ψ)ϕ)(d′) =

= 0 +
∑

d′∈D′a1×...×D′an
d′σ=d′B

ψ(d′B)ϕ(d′) = ψ(d′B)(0 +
∑

d′∈D′a1×...×D′an
d′σ=d′B

ϕ(d′)) =

= ψ(d′B)(σ∗(ϕ))(d′B). (2)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà óòâåðæäåíèÿ 2
íà ñòðîêå d′B.

Âñå ââåäåííûå äî ñèõ ïîð îïåðàöèè ïåðåâîäèëè ñêðûòûå îòíîøåíèÿ
â ðàñøèðåíèè äîìåíîâ p′ : D′a −→ Da â ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ëèáî â òîì
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æå ðàñøèðåíèè, ëèáî â íàáëþäàåìûõ äîìåíàõ Da è, âîçìîæíî, ñ äðóãèì
íàáîðîì àòðèáóòîâ. Ñëåäóþùèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íàä ñêðûòûìè
îòíîøåíèÿìè â ðàçíûõ ðàñøèðåíèÿõ.

Óòî÷íèì îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü S = {s1, ..., sl} � ìíîæåñòâî òèïîâ àòðèáóòîâ. Äëÿ êàæäîãî

òèïà àòðèáóòà si ∈ S çàäàí äîìåí ýòîãî òèïà àòðèáóòîâ Dsi .
Íàáîð àòðèáóòîâ � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì

typeA : A −→ S. Îáëàñòü çíà÷åíèÿ (äîìåí) àòðèáóòà a ∈ A îïðåäåëÿåòñÿ
òèïîì àòðèáóòà type(a) ∈ S. Ïî îïðåäåëåíèþ Da = Dtype(a).

Ñîãëàñîâàíèå íàáîðîâ àòðèáóòîâ B è A � ýòî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ
àòðèáóòîâ σ : B −→ A, ñîõðàíÿþùåå òèïû àòðèáóòîâ, òî åñòü îòîáðàæå-
íèå σ, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

B
σ−→ A

typeB ↘ ↙ typeA
S

Â äèàãðàììå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî typeB = typeA ◦ σ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ðàçúåäèíåííîå îáúåäèíåíèå äîìåíîâ àòðèáóòîâ

äëÿ âñåõ òèïîâ, òî åñòü D = Ds1 t ...tDsl . Îòîáðàæåíèå typeD : D −→ S
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì type(d) = si, åñëè d ∈ Dsi .

Ðàñøèðåíèåì äîìåíà D íàçûâàåòñÿ S-ìíîæåñòâî D′ (òî åñòü ìíî-
æåñòâî D′ è îòîáðàæåíèå typeD′ : D′ −→ S) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì
p′ : D′ −→ D, ñîõðàíÿþùèì òèïû ýëåìåíòîâ (òî åñòü äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî typeD′ = typeD ◦ p′).

Îòîáðàæåíèåì ðàñøèðåíèé α : D′ −→ D′′ äîìåíà D íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå α, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà îòîáðàæåíèé:

D′
α−→ D′′

p′ ↘ ↙ p′′

D

Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëüçîâàòåëþ áàçû äàííûõ ñî ñêðûòûìè îòíîøåíè-
ÿìè â ðàñøèðåííûõ äîìåíàõ ìîãóò áûòü íåäîñòóïíû ñòðîêè îòíîøåíèé,
íî îí ìîæåò îáðàøàòüñÿ ê îòíîøåíèÿì, ðàñøèðåíèÿì äîìåíîâ è îòîá-
ðàæåíèÿì ìåæäó íèìè ïî èìåíàì è ñòðîèòü èç íèõ íîâûå äîìåíû è
îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé êîìïîçèöèé îòîáðàæå-
íèé, äåêàðòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ò. ä. Çäåñü ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî äîñòóïíàÿ ïîëüçîâàòåëþ êàòåãîðèÿ ðàñøèðåíèé äîìåíà D
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âìåñòå ñ êàòåãîðíûìè îïåðàöèÿìè íàä íèìè îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêèé
òîïîñ Top[D(1), ..., D(n);α1, ..., αk] � ïîäòîïîñ â òîïîñå âñåõ ðàñøèðåíèé
S-ìíîæåñòâà D è îòîáðàæåíèé ìåæäó íèìè, ïîðîæäåííûé êîíå÷íûì
íàáîðîì ðàñøèðåíèé D(1), ..., D(n) è îòîáðàæåíèé α1, ..., αk.

Èç òåîðèè òîïîñîâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èçâåñòíî [2], ÷òî ïîäòîïîñ
Top[D(1), ..., D(n);α1, ..., αk] ⊂ FinsetD[D(1), ..., D(n)] â òîïîñå âñåõ êîíå÷-
íûõ D-ìíîæåñòâ è âñåõ D-îòîáðàæåíèé ìåæäó íèìè, ïîðîæäåííûé íà-
áîðîì D-ìíîæåñòâ D(1), ..., D(n), îïðåäåëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé H â ãðóïïå
âñåõ D-áèåêöèé ìíîæåñòâà D′ = D(1) t ... tD(n), ïåðåâîäÿùèõ ýëåìåíòû
D(i) â ýëåìåíòû D(i) è ÿâëÿþùèõñÿ ñèììåòðèÿìè îòîáðàæåíèé α1, ..., αk.
Ñîãëàñíî òåîðèè îòîáðàæåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà ïðèíàäëåæèò ïîäòî-
ïîñó, êîãäà îíî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âñåõ áèåêöèé èç ãðóïïû H.
Ýòó ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè äëÿ ñêðûòûõ
îòíîøåíèé.

Ââåäåì íåñêîëüêî íîâûõ ïðåäïîëîæåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ãðóïïó âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè ñêðûòûõ îòíîøåíèé ñ ãðóïïîé âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëå-
ìåíòîâ íàáëþäàåìîãî äîìåíà D, ñîõðàíÿþùèõ òèïû ýëåìåíòîâ.

×åðåç GD îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ íàáëþäàå-
ìîãî äîìåíà D, ñîõðàíÿþùèõ òèïû ýëåìåíòîâ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà g : D −→ D ýëåìåíòîâ
äîìåíà D ïîäíèìàåòñÿ äî íåêîòîðîé áèåêöèè (ïåðåñòàíîêè ýëåìåíòîâ)
g′ : D′ −→ D′ â ðàñøèðåíèè äîìåíà D′ òàê, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

D′
g′−→ D′

p′ ↓ ↓ p′

D
g−→ D

Òàêèå áèåêöèè g′ âìåñòå ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïû ñèììåòðèè H îáðàçóþò
ãðóïïó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç G′D′ , è π : G′D′ −→ GD � ãîìî-
ìîðôèçì ãóïï òàêîé, ÷òî π(g′) = g, ãäå g′ è g � ýëåìåíòû ïðåäûäóùåé
äèàãðàììû.

Ïóñòü g′ ∈ G′D′ � áèåêöèÿ ðàñøèðåíèÿ D′ = D(1)t ...tD(n). äîìåíà D.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé îáðàçóþùåé αi òîïîñà Top[D

(1), ..., D(n);α1, ..., αk]
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g′αig

′−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãðóïïû ñèì-
ìåòðèè ýòîãî òîïîñà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g′Hg′−1 = H äëÿ ëþáîãî
g′ ∈ G′D′ . Òî åñòü ïîäãðóïïà H ⊂ G′D′ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòå-
ëåì. Áóäåì ïðåäïîëîãàòü òàêæå, ÷òî ôàêòîð ãðóïïà G′D′/H = GD. Ãðóáî
ãîâîðÿ, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèè H òðàíçèòèâíî äåé-
ñòâóåò â ñëîÿõ ðàñøèðåíèÿ äîìåíà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèè íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òîïîñíûì îïåðàöèÿì íàä ðàñøèðåíèÿìè íàáëþäàåìîãî äîìåíà
â òîïîñå Top[D(1), ..., D(n);α1, ..., αk].

*************************************
Çàìå÷àíèå. Ðàáîòà íå çàâåðøåíà. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îòðûâîê èç

ìîåé ðàáîòû, ãäå ïîä ãëàäêèìè ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ

ãëàäêèå ôóíêöèè íà ðàñøèðåííûõ äîìåíàõ. êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè.

Op8. Âíåøíÿÿ ñóììà ñêðûòûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü ϕ1(a1, . . . , an)
è ϕ2(a1, . . . , an) äâà ñêðûòûõ îòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ðàñøèðåíèÿõ
p1 : D(1) −→ D è p2 : D(2) −→ D. Âíåøíåé èëè ïðÿìîé ñóììîé ýòèõ
îòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ñêðûòîå îòíîøåíèå ϕ1 ⊕ ϕ2 ñ òåì æå íàáîðîì
ïåðåìåííûõ, íî â ðàñøèðåíèè p1 t p2 : D(1) t D(2) −→ D, ãäå D(1) t
D(2) - ðàçúåäèíåííîå îáúåäèíåíèå ðàñøèðåíèé D(1) è D(2) äîìåíà D.
Êàê ôóíêöèÿ ñêðûòîå îòíîøåíèå ϕ1 ⊕ ϕ2 ñîâïàäàåò c ôóíêöèåé ϕ1 íà
ïîäìíîæåñòâå D′ × . . .×D′ ⊂ (D′ ∪D′′)× . . .× (D′ ∪D′′), ñ ôóíêöèåé r2
íà ïîäìíîæåñòâå D′′× . . .×D′′ ⊂ (D′∪D′′)× . . .× (D′∪D′′) è ðàâíà íóëþ
íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ äåêàðòîâîé ñòåïåíè (D′ ∪D′′)× . . .× (D′ ∪D′′).

Îïåðàöèÿ âíåøíåé ñóììû ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè �èëè"íàä
ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè, ïîëó÷àåìûõ â ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðè ýòîì
áåðåòñÿ íåíàáëþäàåìàÿ ÷àñòü êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóñòü (D′, µ′) è (D′′, µ′′) - äâà ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
(D,µ), ãäå π1 : D′ −→ D è π2 : D′′ −→ D - ðàññëîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû S ′ íàä D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′×D′′ - ïðîèçâåäåíèå
ðàññëîåíèé íàä D, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (d′, d′′) ∈ D′ × D′′, ó êîòîðûõ
π1(d

′) = π2(d
′′). ×åðåç π : D′×D′′ −→ D îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå çàäàííîå

ôîðìóëîé π(d′, d′′) = π1(d
′) = π2(d

′′). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå
îòîáðàæåíèå π çàäàåò ãëàäêîå ðàññëîåíèå íàä D. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåò-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû S ′ íàä D, â êîòîðîì ãðóïïà
S ′ äåéñòâóåò ïîêîîðäèíàòíî, òî åñòü, åñëè g ∈ S ′ è (d′, d′′) ∈ D′ ×D′′, òî
g(d′, d′′) = (g(d′), g(d′′)).

Îïðåäåëèì íà ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè D′×D′′ âíåøíþþ äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó îáúåìà µ′ ∧ µ′′. Òàê êàê ëîêàëüíî ôîðìû µ′ è µ′′

èìåþò âèä µ′(x, y′) = µ(x) ∧ µ′x(y′) è µ′′(x, y′′) = µ(x) ∧ µ′′x(y′′), ãäå µ′x(y′)
è µ′′x(y

′′) - âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû îáúåìîâ â ñëîÿõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàññëîåíèé, òî ôîðìóëà

µ′ ∧ µ′′(x, y′, y′′) = µ(x) ∧ µ′x(y′) ∧ µ′′x(y′′)
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êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ôîðìó îáúåìà íà D′ ×D′′. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïàðà (D′×D′′, µ′∧µ′′) çàäàåò ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (D,µ),
ñëîåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàñøèðåíèé, à ôîðìà îáúåìà â ñëîå ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì
ôîðì îáúåìîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîÿõ.

Î ï å ð à ö è ÿ â í å ø í å ã î ï ð î è ç â å ä å í è ÿ. Åñëè
r1(x1, . . . , xn) è r2(x1, . . . , xn) - ãëàäêèå ñêðûòûå îòíîøåíèÿ â ðàñøèðåíè-
ÿõ (D′, µ′) è (D′′, µ′′) ñîîòâåòñòâåííî, ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè ïåðåìåí-
íûõ, òî èõ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì r1 ∧ r2 íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ñêðûòîå
îòíîøåíèå â ðàñøèðåíèè (D′×D′′, µ′∧µ′′) ñ òåì æå íàáîðîì ïåðåìåííûõ,
êîòîðîå êàê ôóíêöèÿ èìååò çíà÷åíèå íà ñòðîêå ((d′1, d

′′
1), . . . , (d′n, d

′′
n)), ãäå

(d′i, d
′′
i ) ∈ D′×D′′, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë r1(d

′
1, . . . , d

′
n) è r2(d

′′
1, . . . , d

′′
n).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ñêðûòûõ îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé
îïåðàöèè �è"íàä ãëàäêèìè ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðàç-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ïàðàìåò-
ðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âíóòðåííèå ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê µ′∧µ′′ = (−1)dimF
′·dimF ′′µ′′∧µ′, òî âíåøíåå ïðîèç-

âåäåíèå ãëàäêèõ ñêðûòûõ îòíîøåíèé â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé.

Ýòèì èñ÷åðïûâàåòñÿ îïèñîê îïåðàöèé íàä ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè è,
òåì ñàìûì, îïðåäåëåíà �àëãåáðà"ãëàäêèõ ñêðûòûõ îòíîøåíèé. Îòëè÷èå
åå îò îáû÷íûõ àëãåáð ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå îñíîâàíèÿ îáðàçóþò êëàññ, à
íå ìíîæåñòâî. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíîñòè (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íèæå) è ýòî ñèëüíî óïðîùàåò
äåëî.

Ïðåæäå, ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ãëàäêèõ ñêðû-
òûõ îòíîøåíèé, îáñóäèì, ÷òî ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä èçîìîðôèçìîì
äâóõ ðàñøèðåíèé (D′, µ′) è (D′′, µ′′) äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (D,µ).
Â ýòîé ðàáîòå ìû ôèêñèðîâàëè S ′ - ðàñøèðåíèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
S, ÷òî íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ íåêîòîðûå ôèçè÷å-
ñêèå ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå îòëè÷èòü îäíî ïðåîáðàçîâàíèå g1 ∈ S ′ îò
äðóãîãî g2 ∈ S ′, äåéñòâóþùèõ íà ðàñøèðåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé,
õîòÿ ìû íå âñåãäà ìîæåì îòëè÷èòü îäèí ýëåìåíò â D′ îò äðóãîãî è äà-
æå íå âñåãäà ìîæåì îòëè÷èòü ðàçíûå ðàñøèðåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ èçîìîðôèçìà ðàñøèðåíèé (D′, µ′) è (D′′, µ′′).

Îòîáðàæåíèå α : D′ −→ D′′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàñøèðåíèé
(D′, µ′) è (D′′, µ′′), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ S ′ - ýêâèâàðèàíòíûì ãëàäêèì îòîá-
ðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâ, ïåðåâîäèò âíåøíþþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

11



µ′ â ôîðìó µ′′, è êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèé

D′
α−→ D′′

π1 ↘ ↙ π2
D

Ñêðûòûå îòíîøåíèÿ r1(x1, . . . , xn) è r2(x1, . . . , xn) â ðàñøèðåíèÿõ (D′, µ′)
è (D′′, µ′′) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ðàñ-
øèðåíèé α : D′ −→ D′′, åñëè âíåøíÿÿ ôîðìà r2(x1, . . . , xn)µ′′(x1) ∧ . . . ∧
µ′′(xn) ïðè îòîáðàæåíèè α × . . . × α : D′ × . . . × D′ −→: D′′ × . . . × D′′

ïåðåõîäèò âî âíåøíþþ ôîðìó r1(x1, . . . , xn)µ′(x1) ∧ . . . ∧ µ′(xn).
Äëÿ ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ ñêðûòûõ

îòíîøåíèé ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñêðûòûõ
îòíîøåíèé, êîãäà îäíî èç ðàñøèðåíèé ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòî-
ÿíèé (D,µ). Ïóñòü a(x1, . . . , xn) ãëàäêîå îòíîøåíèå â (D,µ) è r(x1, . . . , xn)
ãëàäêîå îòíîøåíèå â ðàñøèðåíèè (D′, µ′). Ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ãëàäêîå ñêðûòîå îòíîøåíèå a ∧ r ëåæèò â ðàñøèðåíèè (D ×
D′, µ∧ µ′), êîòîðîå èçîìîðôíî (D′, µ′). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñêðûòûå
îòíîøåíèÿ a ∧ r è a · r, îïðåäåëåííûå ðàíüøå, ýêâèâàëåíòíû.

Èíòåðåñíî áûëî áû ðàññìîòðåòü èçîìîðôèçìû ðàñøèðåíèÿ (D′, µ′) ñ
ñàìèì ñîáîé. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè H ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèç-
ìàìè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàêëàäûâàåò ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñøè-
ðåíèå S ′ ãðóïïû S.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2.1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ (D′, µ′)
ãðóïïà S ′ ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå D′ è ýëåìåíòû h :
D′ −→ D′ ïîäãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè h ∈ H ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-
ôèçìàìè ðàñøèðåíèÿ (D′, µ′), òî H � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, è 1 −→
H −→ S ′ −→ S −→ 1 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû S ñ
ïîìîùüþ ãðóïïû H.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ
èçîìîðôèçìà ðàñøèðåíèé îòîáðàæåíèå h : D′ −→ D′ äîëæíî áûòü S ′

- ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ S ′

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî h ·g = g ·h, à òàê êàê h ëþáîé ýëåìåíò èç
H, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S ′ - öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû S c ïîìîùüþ
ãðóïïû H.

Â äàëüíåéøåì â ýòîé ñòàòüå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî S ′ - öåíòðàëü-
íîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû S. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè íåòðóäíî âèäåòü,
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÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè H ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôèçìàìè ðàñøèðåíèé ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïðèíÿòîå ïðåäïîëîæåíèå î ãðóïïå S ′ ó íàñ ÿâè-
ëîñü ñëåäñòâèåì ôèêñèðîâàííîñòè è ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè ýòîé ãðóïïû.
Ðàçâèòèå ïðèíÿòîãî çäåñü ïîäõîäà íà ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïû âíóòðåííåé
ñèììåòðèè íåíàáëþäàåìû è çàâèñÿò îò ýêñïåðèìåíòà, îñòàâëÿåòñÿ äëÿ
äðóãîé ñòàòüè.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû S ′ íà ñêðû-
òûå îòíîøåíèÿ.

Ïóñòü r(x1, . . . , xn) - ñêðûòîå îòíîøåíèå â ðàñøèðåíèè (D′, µ′), è g -
ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà D′ èç ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé S ′. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç g(r) ãëàäêîå ñêðûòîå îòíîøåíèå â ðàñøèðåíèè (D′, g(µ′)) ñ
òåì æå íàáîðîì ïåðåìåííûõ, ÷òî è ó r, êîòîðîå êàê ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

g(r)(x1, . . . , xn) = r(g−1(x1), . . . , g
−n(xn)).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå çàäàåò äåéñòâèå ãðóïïû S ′

íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ ñêðûòûõ îòíîøåíèÿõ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî ãëàäêîãî ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ r äåéñòâèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû
S ′ îñòàâëÿåò åãî íåïîäâèæíûì, à êîìïîçèöèÿ äåéñòâèé ëþáûõ äâóõ ýëå-
ìåíòîâ g1, g2 ∈ S ′ íà ñêðûòîå îòíîøåíèå r ðàâíà äåéñòâèþ ïðîèçâåäåíèÿ
g1 · g2 íà ýòî æå îòíîøåíèå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2.2. Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ S ′ íà ãëàäêèå
ñêðûòûå îòíîøåíèÿ êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåííûìè âûøå
íàä ãëàäêèìè ñêðûòûìè îòíîøåíèÿìè, òî åñòü äåéñòâèå g íà àëãåáðå
ãëàäêèõ ñêðûòûõ îòíîøåíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé (D,µ) ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì ýòîé àëãåáðû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé
îïåðàöèé è ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ S ′ íàä ãëàäêèìè ñêðûòûìè îòíîøåíèÿ-
ìè.

Ãëàäêîå ñêðûòîå îòíîøåíèå r áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ S ′, åñëè îòíîøåíèå g(r) ýêâèâàëåíòíî îòíî-
øåíèþ r, è ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì èçîìîðôèçìîì
h, ïðèíàäëåæàùèì ãðóïïå âíóòðåííåé ñèììåòðèè h ∈ H. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, r èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî g ∈ S ′, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì g(r · µ′) = h(r · µ′) èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h−1(g(rµ′)) = rµ′ äëÿ íåêîòîðîãî
h ∈ H.
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Ïóñòü G ⊂ S - ïîäãðóïïà, çàäàþùàÿ ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íåêî-
òîðîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (D,µ). ×åðåç G′

îáîçíà÷èì ïðîîáðàç ãðóïïû G â ãðóïïå S ′ îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà
ðàñøèðåíèÿ p : S ′ −→ S. Ãðóïïà G′ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ãðóïïû G ñ
ïîìîùüþ ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè H. Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà íàçûâà-
åòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè îòíîøåíèé ìîäåëè äàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû
â àëãåáðå ñêðûòûõ îòíîøåíèé.

Â ìîäåëèðîâàíèè äàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â àëãåáðå ñêðûòûõ îò-
íîøåíèé èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G′ ⊂ S ′ ñêðûòûå îòíî-
øåíèÿ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îáû÷íûå îòíî-
øåíèÿ, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G ⊂ S.

Ââèäó îñîáîé âàæíîñòè ïîíÿòèÿ ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ, èíâàðèàíòíî-
ãî îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G′, äëÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì, âûäåëèì ýòî ïîíÿòèå â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å . Ãëàäêîå ñêðûòîå îòíîøåíèå r(x1, . . . , xn) â
ðàñøèðåíèè (D′, µ′) áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãðóïïû G′ ⊂ S ′, åñëè äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ïðåîáðàçîâàíèé gs ∈ G′, ãäå ïàðàìåòð s ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ îáëàñòü
V k-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, è ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
s0 ∈ V íàéäåòñÿ òàêîå ãëàäêîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâà-
íèé hs ∈ H, ãäå H ⊂ G′ � ïîäãðóïïà ñêðûòîé ñèììåòðèè, äëÿ s, ïðèíàä-
ëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ V òî÷êè s0 ∈ U , ÷òî â îêðåñòíîñòè
U âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ìåæäó âíåøíèìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè ôîðìàìè :

gs(r(x1, . . . , xn)µ′(x1) ∧ . . . ∧ µ′(xn)) = hs(r(x1, . . . , xn)µ′(x1) ∧ . . . ∧ µ′(xn))

Ðàññìîòðèì ñëåäñòâèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Èíòåãðèðóÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûå ôîðìû, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå, ïî ñëîÿì ðàññëîåíèÿ D′ −→ D
ïîëó÷èì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîäãðóïïû G′ ⊂ S ′ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà D îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G ⊂ S. Îáû÷-
íî, ìåðà µ íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé D çàäàåòñÿ òàêîé èíâàðèàíòíîé
âíåøíåé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ ðàñ-
øèðåíèÿ (D′, µ′) ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (D,µ) ôîðìà µ′ äîëæíà áûòü
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G′, òàê êàê ôîðìà
µ′ ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê è ôîðìà µ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî
â îïðåäåëåíèè èíâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ðàâåí-
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ñòâó ôóíêöèé r(g−1s (x1), . . . , g
−1
s (xn)) = r(h−1s (x1), . . . , h

−1
s (xn)), ðàññìîò-

ðåííîìó íà íîñèòåëå ôîðìû µ′(x1) ∧ . . . ∧ µ′(xn).
Ó ò â å ð æ ä å í è å 2.3. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíê-

öèè f : D× . . .×D −→ R, îïðåäåëåííîé íà äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïðîñòðàí-
ñòâà ñîñòîÿíèé D, è ëþáîãî ãëàäêîãî ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ r(x1, . . . , xn),
èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G′ ⊂ S ′, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
< fr >=< fg(r) >, ãäå g ∈ G′, è <> - îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ñêðûòîãî
îòíîøåíèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê r - èíâàðèàíòíîå ñêðûòîå îòíîøå-
íèå, òî íàéäåòñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå h ∈ H, ÷òî g(r) = h(r). Îòñþäà
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

< fg(r) >=< f · h(r) >=< h(f · r) >=< fr >,

ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç-çà ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè f âäîëü
ñëîåâ ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
h ∈ H îòîáðàæàåò êàæäûé ñëîé â ñåáÿ, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäó-
åò èç íåèçìåííîñòè ñðåäíåãî âåñà ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ ïðè äåéñòâèè íà
ñêðûòûå îòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S ′.

Â ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì â àëãåáðå ñêðûòûõ îòíîøåíèé
ôóíêöèÿ f óòâåðæäåíèÿ 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ íàáëþäà-
åìàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñàìî óòâåð-
æäåíèå 2.3 ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ, êàê íåçàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåëè÷èíû
< fr > ëþáîé íàáëþäàåìîé f íà èíâàðèàíòíîì ñêðûòîì îòíîøåíèè r îò
òîãî, êàêîé ïðåäñòàâèòåëü èíâàðèàíòíîãî ñêðûòîãî îòíîøåíèÿ áåðåòñÿ:
r èëè g(r), äëÿ g ∈ G′.

Ç à ì å ÷ à í è å. Â îáùåì ñëó÷àå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãðóïïû G′ ⊂ S ′ ñêðûòûå îòíîøåíèÿ íå îáðàçóþò ïîäàëãåáðó â àëãåáðå
ñêðûòûõ îòíîøåíèé. Òàê, íàïðèìåð, ñóììà èíâàðèàíòíûõ îòíîøåíèé
ìîæåò áûòü íåèíâàðèàíòíûì îòíîøåíèåì. Ýòî íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì â àëãåáðå ñêðûòûõ îòíîøåíèé.
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